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অধয্ায় 1

িকছু ʨটেফাসর্, বয্াকȟয্ািকং এবং িবটমাʅ িȟকস

সরাসির ডাইনািমক েɓাȄািমং শুরু না কের আমরা েযেকােনা িকছু ʨটেফাসর্ কের িকভােব সমাধান করা
যায় তা েদখা যাক। েযমন আমােদর েকান সমʒায় িমিনমাম কʇ েবর করেত বলা হেল আমরা সবধরেনর
অয্ােরȜেমন্ট ȟাই করেবা আর েযসব অয্ােরȜেমন্ট ɓবেলেম েদওয়া শতর্ পূরণ কের েসগুেলার জɎ িমিনমাম
কʇ েবর কের আমােদর ফাইনাল অয্াɈার আপেডট করেবা। এইধরেনর িচɁাধারা আমােদর সবেচেয় েবিশ
কােজ লাগেব েযসব কাউিন্টং ɓবেলম িডিপ িদেয় সল্ভ করেত হয় েসগুেলা সল্ভ করার েবলায়। যিদ
েতামার আেগ েথেক জানা না থােক, তাহেল েদির না কের এরকম িকছু ʨটফসর্ েটকিনক েদেখ েনয়াও
যাক।

1.1 একটুখািন িবট

েতামােদর িনɳয়ই জানা আেছ কিɡউটার সবিকছু ০ আর ১ িদেয় িহসাব কের। েযমন, int ডাটা টাইেপ
৩২টা িবট েʇার থােক। যিদও, েযেকােনা ময্াথময্ািটকয্াল অপােরটর (েযমন, েযাগ, িবেয়াগ, গুন, ভাগ
ইতয্ািদ) গুেলাও িবটগুেলা িনেয় কাজ কের, এই অপােরটর গুেলা ছাড়াও আরও কেয়কিট অপােরটর আেছ
েযগুেলা বয্বহার কের আমরা আমােদর ইমিɐেমেন্টশনেক অেনক সহজ আর সুɃর কের েফলেত পাির।
েসগুেলা েদখেবা আমরা এখন।

1.1.1 কিɡউটার িকভােব সংখয্া েʇার রােখ?

int ডাটা টাইেপ 59 নাɣারিট এইভােব েʇার থােকঃ

00000000000000000000000000111011

শুরুর িদেক সব ০ থাকার কারণ হেȎ, যিদও ৫৯ েক বাইনািরেত ɓকাশ করেত আমােদর ঐ িবটগুেলা
দরকার হেȎ না, তারপরও েযেহতু int ডাটা টাইপ ৩২-িবেটর, তাই ঐ িবট গুেলােত ০ েসভ রাখা
হেȎ।

িবটগুেলা নাɣািরং করা হয় ডানপাশ েথেক বামপােশ। েযমন, েকান সংখয্া b এর i-তম িবটেক
যিদ আমরা bi িদেয় ɓকাশ কির তাহেল সংখয্ািটেক বাইনািরেত েলখা হেব এইভােবঃ bu−1 . . . b2b1b0,
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েযখােন u হেȎ ডাটা টাইেপর েলংথ। আর এই বাইনািরেক দশিমেক িনেত হেল আমরা এই ফরমুলা
বয্বহার করেত পািরঃ bu−12

u−1 + . . .+ b22
2 + b12

1 + b02
0।

ডাটা টাইপ আবার দুইধরেনর হেত পাের, Signed এবং Unsigned (েযমন, int, unsigned
int)। Signed ডাটা টাইেপ ঋণাȮক আর অঋণাȮক সংখয্া েʇার রাখা এবং িহসাব িনকাশ করার
জɎ 2’s complement বয্বহার করা হয়। একটা u সাইেজর signed ডাটা টাইেপর েǸেȳ েযেকােনা
সংখয্া x এর 2’s Complement x′ েক এমনভােব িডফাইন করা হয় েযন তা িনেচর শতর্ পূরণ কেরঃ

x+ x′ = 2u

। এই x′ েকই কিɡউটার −x িহেসেব িচেন। এটা কের লাভ িক হেলা? েখয়াল কেরা, x + (−x)
করার পের িকʝ কিɡউটার েযটা পােȎ তা হেলা 2u (অথর্াৎ, u-তম িবট অন শুধু, বািক সব ০)। িকʝ u

সাইেজর একটা ডাটা টাইপ েতা শুধু u− 1, u− 2, . . . , 2, 1, 0 িবট গুেলা েʇার রাখেত পাের! তাহেল
েস আসেল ঐ u-তম িবটটা েফেল িদেব আর েশষপযর্Ɂ েস েযটা েসভ রাখেব েসটার সব িবট অফ হেব
– অথর্াৎ শুɎ। তাই েতা হওয়ার কথা! একটা সংখয্ার সােথ তার েযাগাȭক িবপরীত সংখয্া েযাগ করেল
তও শুɎই পাওয়ার কথা। তুিম যিদ একটু িচɁা কের েদেখা, তাহেল েদখেব, দুিট সংখয্া x আর y িদেয়
কিɡউটারেক যিদ বলা হয় x − y িহসাব করেত, তাহেল েস িকʝ x এর সােথ y′ েযাগ কের িদেয়ই
িবেয়াগফল বেল িদেত পারেব! আর বাইনািরেত েযাগ করা তও েসাজা।

1.1.2 িবট অপােরশনসমূহ

And অপােরশন

দুেটা সংখয্া x আর y এর and অপােরশন x & y এমন একটা সংখয্া েবর করেব েযটার বাইনািরেত
i-তম িবট অন থাকেব যিদ ও েকবল যিদ x আর y উভেয়র i-তম িবট অন থােক। েযমন 207 & 158
= 142।

11001111 (207)
& 10011110 (158)
= 10001110 (142)

Or অপােরশন

দুেটা সংখয্া x আর y এর or অপােরশন x | y এমন একটা সংখয্া েবর করেব েযটার বাইনািরেত i-তম
িবট অন থাকেব যিদ ও েকবল যিদ x এবং y এর অɁত একিটর i-তম িবট অন থােক। েযমন 79 |
44 = 111।

01001111 (79)
| 00101100 (44)
= 01101111 (111)
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Xor অপােরশন

দুেটা সংখয্া x আর y এর xor অপােরশন xˆy এমন একটা সংখয্া েবর করেব েযটার বাইনািরেত i-তম
িবট অন থাকেব যিদ ও েকবল যিদ x এবং y এর মেধয্ বরাবর একিটেত i-তম িবট অন থােক। েযমন
245 ˆ 67 = 182। Xor অপােরটরেক ময্ােথময্ািটকয্ািল অেনকসময় ⊕ িদেয়ও েলখা হয়।

11110101 (245)
ˆ 01000011 (67)
= 10110110 (182)

Not অপােরশন

েকান সংখয্া x এর উপর Not অপােরশন (∼x) অয্াɐাই করেল এমন একটা সংখয্া পাওয়া যায় যার
ɓেতয্কটা িবট x এর উɪা। েযমন, 16-bit ডাটা টাইেপর জɎঃ

∼x = 14977 0011101010000001
∼x = −14978 1100010101111110

িচɁা কের েদেখা এই ফরমুলাটা েকন কাজ কেরঃ −x = ∼x+ 1।

িবট িশফট

int ∼someShit;
int y = a ˆ b;
int fhat = 0;

উদাহরণ 1.1. েতামােক একিট n সাইেজর অঋণাȮক সংখয্ার অয্াের a (1 ≤ n ≤ 20, 0 ≤ ai ≤ 109)
েদওয়া হেয়েছ, েতামােক বলেত হেব ঐ অয্াের এর একিট উপাদান সেবর্াȍ একবার িনেয় েকান েকান
েযাগফল বানােনা যায়।
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অধয্ায় 2

ময্ািȟǳ এǳেপােনিɈেয়শন

2.1 শুরুর কথা

নামটা শুনেত কিঠন মেন হেলও ময্ািȟǳ এǳেপােনিɈেয়শন আসেল েতমন কিঠন িকছু না। ময্ািȟǳ সɡেকর্
কমেবিশ সবারই জানা থাকার কথা। তারপেরও যারা এ সɡেকর্ জােনা না তারা ময্ািȟǳেক 2D অয্ােরর
মত িচɁা করেত পার। বাইের েথেক দুিট একইরকমই েদখেত। যিদ েকান ময্ািȟেǳর n িট সাির আর m

িট কলাম থােক তাহেল ময্ািȟǳিটেক n ×m ময্ািȟǳ বলা হয়। েযমন িনেচর ময্ািȟǳিট একিট 2 × 3

ময্ািȟǳ। (
1 3 2

9 0 7

)

িঠক অয্ােরর মতই েকান ময্ািȟǳ A এর i তম সািরর j তম সংখয্ােক Aij িদেয় ɓকাশ করা হয়। েযমন
উপেরর ময্ািȟেǳর জɎ A11 = 1, আবার A23 = 7। ময্ািȟেǳর েযাগ, িবেয়াগও সɤব, তেব তুিম
একিট n×m ময্ািȟেǳর সােথ আেরকিট n×m ময্ািȟǳই েযাগ বা িবেয়াগ করেত পারেব। এেǸেȳ A

এবং B েযাগ কের C পাওয়া েগেল Cij = Aij +Bij হেত হেব। েযমন

(
1 3

9 0

)
+

(
2 −1
3 1

)
=

(
1 + 2 3− 1

9 + 3 0 + 1

)

তেব সবেচেয় অȷুত হেȎ ময্ািȟেǳর গুন। গুেনর েǸেȳ একিট n ×m ময্ািȟেǳর সােথ েকবল একটা
m× l ময্ািȟǳ গুন করেত পারেব এবং গুণফল হেব একটা n× l ময্ািȟǳ। অথর্াৎ ɓথম ময্ািȟেǳর কলাম
সংখয্া আর িȺতীয় ময্ািȟেǳর সাির সংখয্া সমান হেত হেব। C যিদ A এবং B ময্ািȟেǳর গুণফল হয়
তাহেল

Cij =
m∑
k=1

AikBkj (2.1.১)

েযমন ধর,
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(
1 3 2

9 0 7

)5 6 0 3

0 2 −1 1

1 1 4 −1

 =

(
5 6 7 8

9 10 12 13

)

এখােন 2× 3 ময্ািȟেǳর সােথ 3× 4 ময্ািȟǳ গুন কের 2× 4 ময্ািȟǳ পাওয়া িগেয়েছ। তেব গুণফলটা
আসেল কীভােব েবর হল েসটা হয়ত (2.1.১) সমীকরণ িদেয় ভালভােব কɯনা করা একটু কিঠন। এজɎ
আমােদর েভǱর-েভǱর গুণফল ভালভােব বুঝেত হেব আেগ।

2.2 েভǱর-েভǱর গুণফল

n×1 বা 1×n আকােরর ময্ািȟǳগুেলার একিট িবেশষ নাম আেছ। এেদর েক েভǱর বলা হয়। ʍভাবতই,
1× n ময্ািȟǳ েরা েভǱর (row vector) নােম পিরিচত, কারণ এিট অেনকটা েরা এর মতই েদখেত।
একই ভােব n × 1 ময্ািȟǳ কলাম েভǱর (column vector) নােম পিরিচত, কারণ এিট অেনকটা
কলােমর মত েদখেত। সাইজ েদেখই বুঝেত পারছ, n সাইেজর একিট েরা েভǱর এর সােথ n সাইেজর
একিট কলাম েভǱর গুন করেল 1 × 1 ময্ািȟǳ পাওয়া যােব। এই 1 × 1 ময্ািȟǳেক ময্ািȟǳ না বেল
একটা সংখয্া িহেসেবই কɯনা করা যায়। এই েয আমরা একটা েরা েভǱর এর সােথ কলাম েভǱেরর গুন
করলাম এটারও একটা িবেশষ নাম আেছ িকʝ। এটােকই বলা হয় ময্ািȟেǳর ডট ɓডাǱ। এই গুণফলেক
সংȗািয়ত করা হেয়েছ এভােব:

(
a1 a2 a3

)b1
b2
b3

 = a1b1 + a2b2 + a3b3

এখােন আমরা 3 সাইেজর েভǱর এর জɎ েদখলাম, িকʝ অɎ েভǱর এর জɎও এিক ভােব েবর করা
যােব। েসাজা কথায় েরা েভǱেরর i তম সংখয্ার সােথ কলাম েভǱেরর i তম সংখয্া গুন িদেয় সবগুেলার
েযাগফল িনেলই হেব। আমরা একটু আেগ েয ময্ািȟǳ গুণফল িশেখিছলাম তার েচেয় িকʝ এটা িভজুয়ালাইজ
করা েবশ সহজ।

একটা িজিনশ েখয়াল কর। একিট n ×m ময্ািȟǳ িকʝ n টা েরা েভǱর িনেচ িনেচ সাজােলই পাওয়া
যােব। একইভােব একিট n×m ময্ািȟǳেক m িট কলাম েভǱর পাশাপািশ সাজােলই পাওয়া যায়। অথর্াত
েযেকােনা ময্ািȟǳেকই িকছু েরা েভǱর বা িকছু কলাম েভǱর এর সমাহার িহেসেব িচɁা করা যায়।

এবার আমরা ময্ািȟǳ গুনেক একটু িভɇ ভােব েদখেত পাির। A এর i তম েরা এবং B এর j তম কলাম
ডট গুন করেলই আমরা AB এর (i, j) অবʉােনর মান েবর করেত পারব। িনেচর ময্ািȟǳিট েদখ।

ধর আমরা গুণফেলর (2, 3) অবʉােনর মান েবর করেত চাই। তাহেল বামপােশর ময্ািȟেǳর 2 তম েরা
এবং ডান পােশর ময্ািȟেǳর 3 তম কলাম িনব। ছিবেত েরা আর কলাম দুিট মাকর্ কের িদেয়িছ। এবার
এই েরা েভǱর আর কলাম েভǱর গুন করেলই কািȌত সংখয্ািট েপেয় যাব।
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(
9 0 7

) 0

−1
4

 = (9× 0) + (0×−1) + (7× 4) = 28

এখন িচɁা করেল েদখ। (2.1.১) এ েয সূȳ েলেখিছলাম েসটা িকʝ আসেল A এর i তম েরা এবং B

এর j তম কলােমর ডট গুণনই করেছ। অথর্াৎ দুিট আসেল একই িজিনশ। িকʝ েভǱর েভǱর গুন ভালভােব
বুেঝ েগেল ময্ািȟǳ গুেনর পুেরা ɓিǷয়ািট িভজুয়ালাইজ করা খুবই সহজ হেয় যায়।

2.3 অয্ােসািসেয়িটিভিট

ময্ািȟǳ গুণফেলর সবেচেয় চমদɓদক িদক হল অয্ােসািসেয়িটিভিট। েযমন ধর তুিম িতনিট ময্ািȟǳ
A,B,C গুন করেত চাও, অথর্াৎ ABC এর মান েবর করেত চাও। তাহেল তুিম AB এর সােথ C

েক গুন করেল েয ময্ািȟǳ পাওয়া যােব, A এর সােথ BC েক গুন করেল একই ময্ািȟǳ পাওয়া যােব।
সহজ ভাষায় A(BC) = (AB)C। েসাজা কথায় আমরা েযভােবই ɜােকট বসাই না েকন একই উȲর
আসেব। এই ৈবিশɽয্ আমােদর পের কােজ লাগেব। তেব সাবধান! AB িকʝ BA এর সমান নয়।
েকানিটেক আেগ েকানিটেক পের গুন করেত হেব তা লǸয্ রাখেত হেব।

2.4 ডাইনািমক েɓাȄািমং এর সােথ সɡকর্

আবার িফেবানািȍ সমʒায় েফরত যাওয়া যাক। িরকােরɈিট িনɳয় মেন আেছ,

f0 = 0

f1 = 1

fn = fn−1 + fn−2

েতামার মেন ɓɵ আসেত পাের, এই িরকােরɈ েথেক আবার ময্ািȟǳ আসেলা কী কের? একটু মাথা
খাটােল বুঝেত পারেব এরকম িরকােরɈেক িকʝ ময্ািȟǳ এর সাহােযয্ ɓকাশ করা যায়।

(
1 1

)(fn−1

fn−2

)
= fn−1 + fn−2 = fn

এটা মেন হয় একটু েবিশ সহজ হেয় েগল। একটু েজনােরল েকইস িনেয় িচɁা কির। ধর আমােদর
িরকােরɈিট েদখেত এরকম:

fn = a1fn−1 + a2fn−2 + a3fn−3 + · · ·+ akfn−k (2.4.১)

এখােন a1, a2, · · · , ak ʳবক (েযমন িফেবানািȍ িরকােরেɈ a1 = a2 = 1)। এই ধরেনর
িরকােরেɈর নাম িলিনয়ার িরকােরɈ। এই িরকােরেɈর িডিȄ k কারণ এখােন ɓিতিট পদ আেগর k িট
পেদর ওপর িনভর্র করেছ। সব ধরেনর িলিনয়ার িরকােরɈ ময্ািȟǳ গুণফল িদেয় ɓকাশ করা যায়। েযমন:
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(
a1 a2 a3 · · · ak

)

fn−1

fn−2

fn−3

...
fn−k

 = a1fn−1 + a2fn−2 + · · ·+ akfn−k = fn (2.4.২)

এখন আমােদর িক টারেগট েসটা জানা দরকার। িনেচর কলাম েভǱর দুিট েদখ। আমােদর টারেগট হল
বাম পােশর েভǱেরর সােথ একিট ময্ািȟǳ গুন কের ডান পােশর েভǱরিট পাওয়া।

fn−1

fn−2

fn−3

...
fn−k

→


fn
fn−1

fn−2

...
fn−k+1


একটা k সাইেজর কলাম েভǱর েথেক আেরকটা k সাইেজর কলাম েভǱর েপেত চাইেল আমােদর অবɸই
একিট k× k ময্ািȟǳ িদেয় েভǱরিটেক বাম িদেক গুন করেত করেত হেব (অɎ আকার সɤব নয়। এটা
িনেজ ɓমাণ করার েচɽা কর)। অথর্াৎ সমীকরণিট েদখেত িকছুটা এমন হেব।






fn−1

fn−2

fn−3

...
fn−k

 =


fn
fn−1

fn−2

...
fn−k+1


এখন েতামার এখােন পড়া থািমেয় দাও। িকছুǸণ িচɁা কর িকভােব মািȳǳিট বানােনা যায়। এটা েবশ
সহজই, তাই আিম বলব আেগ িনেজ িকছুǸণ েচɽা করেত।

যিদ েচɽা করার পের না বুঝেত পােরা, তাহেল ɓথেম লǸয্ কর। ɓথম েরা েত িকʝ আমরা (২.৩) এর
েরা েভǱরটাই বিসেয় িদেত পাির। অথর্াৎ ময্ািȟǳিট এখন:


a1 a2 a3 · · · ak




fn−1

fn−2

fn−3

...
fn−k

 =


fn


অথর্াৎ fn−1, fn−2, · · · , fn−k েথেক আমরা fn বানােত পারলাম। আসল কাজ িকʝ হেয় েগেছ। এখন
আমােদর েভǱরিট েথেক fn−1, fn−2, · · · , fn−k+1 এগুেলার মান েবর করেত হেব। িকʝ এগুেলা
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েভǱের অলেরিড আেছ। েযমন fn−1 েপেত পাির এভােব:

(
1 0 0 · · · 0

)

fn−1

fn−2

fn−3

...
fn−k

 = fn−1

আবার fn−2 েপেত চাইেল

(
0 1 0 · · · 0

)

fn−1

fn−2

fn−3

...
fn−k

 = fn−2

এই পয্াটানর্ ধের আমরা পুেরা ময্ািȟǳিটই বািনেয় েফলেত পারব
a1 a2 a3 · · · ak−1 ak
1 0 0 · · · 0 0

0 1 0 · · · 0 0
... . . .
0 0 0 · · · 1 0




fn−1

fn−2

fn−3

...
fn−k

 =


fn
fn−1

fn−2

...
fn−k+1

 (2.4.৩)

ময্ািȟǳ এǳপেননিশেয়শন এর ময্ািȟǳ বানােনা িশেখ িগেয়িছ আমরা!

2.5 িফেবানািȍ ময্ািȟǳ

এবার আমরা িফেবানািȍ ময্ািȟǳ বানােনার জɎ ɓʭত। আেগর অংেশ আমরা েদিখেয়িছ িফেবানািȍ
িরকােরɈিটেক এভােব েলখা যায় (

1 1
)(fn−1

fn−2

)
= fn

আর আমরা এমন একিট ময্ািȟǳ A বানােত চাই েযন

A×

(
fn−1

fn−2

)
=

(
fn
fn−1

)

হয়। তাহেল (2.4.৩) অনুযায়ী A ময্ািȟǳিট হেব

A =

(
1 1

1 0

)
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এখন লǸয্ কর, A ময্ািȟǳিট যিদ দুইবার গুন কির তাহেল িকʝ

(
fn
fn−1

)
েথেকই

(
fn+2

fn+1

)
েপেয়

যােবা। কারণ

A× A×

(
fn
fn−1

)
= A×

(
fn+1

fn

)
=

(
fn+2

fn+1

)

লǸয্ কর এখােন আমরা ময্ািȟেǳর অয্ােসািসেয়িটিভিট ধমর্িট বয্বহার কেরিছ। আেগই বামিদেকর ময্ািȟǳ
দুেটা গুন না কের ডানিদেকর ময্ািȟǳ আর েভǱর আেগ গুন কের িনেয়িছ। আবার যিদ আমরা দুইবােরর
বদেল m বার A ময্ািȟǳিট গুন করতাম, তাহেল একইভােব আমরা পাব

Am

(
fn
fn−1

)
= Am−1

(
fn+1

fn

)
= · · · =

(
fn+m

fn+m−1

)

উপেরর সমীকরেণ n = 1 বসােল আমরা পাব(
1 1

1 0

)m(
f1
f0

)
=

(
fm+1

fm

)

েতামরা হয়ত ভাবছ, এত িকছু েবর কের আসেল কী লাভ হল। আমরা শুরুেত যখন n তম িফেবানািȍ নাɣার
েবর করা িশেখিছলাম েসটার কমেɐিǳিট িছল O(n)। িকʝ ময্ািȟǳ এǳপেনিɈেয়শন িদেয় আমরা কাজটা
O(logn) এই কের েফলেত পাির। কারণ েদখ, n তম িফবনািȍ নাɣার েবর করেত আমােদর An েক
ফাʇ কয্ালকুেলট করেত হেব। এজɎ িকʝ আমরা সংখয্ার েǸেȳ ab েযভােব বাইনাির এǳপেনিɈেয়শন
িদেয় েবর কির েসভােবই কাজটা কের েফলেত পাির। অথর্াৎ n েজাড় হেল ɓথেম A

n
2 েবর কের তােক

বগর্ কের িদেলই হেȎ। আবার n িবেজাড় হেল ɓথেম An−1 েবর কের তার সােথ A গুন কের িদেলই
হেȎ। এভােব আমােদর O(logn) বার দুিট 2× 2 ময্ািȟǳ গুন করেত হেȎ। দুিট 2× 2 ময্ািȟǳ গুন
করার কমেɐিǳিট আমরা O(1) ই ধরেত পাির। তাই সবিমিলেয় কমেɐিǳিট হেব O(logn)।
তেব একটা িজিনশ বেল রাখা দরকার। এখােন ময্ািȟǳ এর আকার অেনক েছাট বেল আমরা দুিট ময্ািȟǳ
গুন করার কমেɐিǳিট O(1) ধেরিছ। িকʝ অেনক েǸেȳ েবশ বড় ময্ািȟǳ লাগেত পাের (েযমন ধর
50× 50 ময্ািȟǳ)। েসেǸেȳ িকʝ ময্ািȟǳ গুন করার কমেɐিǳিট O(1) ধরেল হেব না। েখয়াল করেল
েদখেব দুিট k×k ময্ািȟǳ গুন করেত আমােদর O(k3) কমেɐিǳিট ɓেয়াজন। েসেǸেȳ আমােদর ময্ািȟǳ
এǳপেনিɈেয়শেনর কমেɐিǳিট হেব O(k3 logn), েযখােন k হল আমােদর িলিনয়ার িরকােরেɈর িডিȄ।

2.6 আেরা িকছু উদাহরণ

আেরকটা উদাহরণ েদখা যাক। ধর এবার আমােদর িরকােরɈিট হল

f0 = 0

f1 = 2

f2 = 1

fn = 2fn−1 + 3fn−2 − 7fn−3
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েযেহতু fn আেগর িতনিট পেদর ওপর িনভর্রশীল, তাই আমােদর এবার একিট 3 × 3 ময্ািȟǳ খুঁজেত
হেব। িফেবানািȍর ময্ািȟǳ তা যিদ বুেঝ থাক তাহেল এটা েবর করাও েতমন কিঠন না। িনেচর ময্ািȟǳটা
েদখ 2 3 −7

1 0 0

0 1 0


 fn
fn−1

fn−2

 =

2fn + 3fn−1 − 7fn−2

1fn + 0fn−1 + 0fn−2

0fn + 1fn−1 + 0fn−2

 =

fn+1

fn
fn−1


মজার বয্াপার হেȎ একটা ময্ািȟǳ িদেয়ই একািধক িলিনয়ার িরকােরɈ েক ʛান্ডল করা যায়। এই
িȟকটা এমন ɓবেলমগুেলােত লােগ েযখােন এেকর েবিশ িলিনয়ার িরকােরɈ আেছ এবং একিট িরকােরɈ
আেরকিটর ওপর িনভর্রশীল। িনেচর উদাহরণ েদখেল বুঝেব।

fn = 2fn−1 + gn−2

gn = gn−1 + 3fn−2

ধের নাও f0, f1, g0, g1 এর মান জানা আেছ। অথর্াৎ এগুেলা আমােদর েবস েকইস। এবার আমােদর
েভǱের িকʝ শুধু fn, fn−1 রাখেল চলেব না, বরং gn, gn−1 এর মানও রাখেত হেব। যিদ এটা ধরেত
পােরা তাহেল আেগরগুেলার মতই এটাও েবর কের েফলা যায়

2 0 0 1

1 0 0 0

0 3 1 0

0 0 1 0




fn
fn−1

gn
gn−1

 =


2fn + gn−1

fn
3fn−1 + gn

gn

 =


fn+1

fn
gn+1

gn


আশা কির ময্ািȟǳ বানােনা িনেয় কােরা েকান সমʒা েনই আর।

ɓবেলম 2.1. িনেচর িরকােরɈিটর জɎ ময্ািȟǳ েবর কর।

f0 = 0

f1 = 1

fn = fn−1 + fn−2 + n

সমাধান. এটা ɓায় িফবনািȍ সমʒািটর মেতাই, িকʝ ঝােমলা হেȎ িরকােরেɈ একিট n েযাগ করা
হেয়েছ। এটা না সরােল ʳবক েকান ময্ািȟǳ পাওয়া যােবনা। এজɎ আমরা আেগর সমʒার মত এমন
আেরকিট িরকােরɈ g েবর করেত পাির েযন gn = n হয়। এটা েবর করা েবশ সহজ

g0 = 0

gn = gn−1 + 1

এরপর n এর বদেল gn বিসেয় িদেলই আমরা িঠক আেগর উদাহরেণর মত ময্ািȟǳিট েবর করেত পারব।
িরকােরɈ দুেটােক এক করেল পাব

gn = gn−1 + 1

fn = fn−1 + fn−2 + gn
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ɓবেলম 2.2. িনেচর ধারািটর জɎ ময্ািȟǳ েবর কর

n∑
i=1

ik = 1k + 2k + 3k + · · ·+ nk

সমাধান. যিদও এটা িঠক ডাইনািমক েɓাȄািমং এর সমʒা না, এরপেরও ময্ািȟǳ এǳেপা এর খুব সুɃর
একটা উদাহরণ। েযাগফেলর জɎ খুব সহজ একটা িরকােরɈ েবর করেত পাির

f0 = 0

fn = fn−1 + nk

এখােনও nk পদটা ঝােমলা করেছ। যিদ k = 1 হত তাহেল িকʝ আমরা আেগর মতই gn = n এর
িরকােরɈটা বিসেয় িদেত পারতাম। তাহেল আেরকটু কিঠন েকস িচɁা কির। k = 2 হেল কী করতাম?
তখন আমােদর এমন একিট িরকােরɈ h লাগত েযন hn = n2 হয়। এটা েবর করাও িকʝ েবশ সহজ।

h0 = 0

hn = hn−1 + 2gn−1 + 1

এখােন আমরা n2 = (n − 1)2 + 2(n − 1) + 1 অেভদিট বয্বহার কেরিছ। n2 এর বদেল hn,
(n − 1)2 এর বদেল hn−1 এবং (n − 1) এর বদেল gn−1 বিসেয় িদেলই িরকােরɈিট েপেয় যাব।
একইভােব আমরা n3 এর িরকােরɈিটও েবর করেত পাির। pn যিদ n3 এর িরকােরɈ হয়, তাহেল
n3 = (n− 1)3 + 3(n− 1)2 + 3(n− 1) + 1 েথেক আমরা পাব

p0 = 0

pn = pn−1 + 3hn−1 + 3gn−1 + 1

পয্াটানর্িট িক বুঝেত পারছ। nk েক আমরা (n − 1) এর িবিভɇ পাওয়ার িদেয় েলখিছ। িȺপদী
উপপাদয্ িদেয় পেরর িরকােরɈগুেলা সহেজই েবর কের েফলেত পাির। িনেচর অেভদিট বয্বহার কের
n1, n2, n3, n4, . . . , nk সবিকছুর জɎই িরকােরɈ েবর করেত পারব

nm =
m∑
i=0

(
m

i

)
(n− 1)i

সবিমিলেয় আমরা k+1 িট িরকােরɈ পাব। সুতরাং আমােদর ময্ািȟǳিট হেব একিট (k+1)×(k+1)

ময্ািȟǳ। ময্ািȟǳ এǳপেনিɈেয়শেনর িদেয় আমরা সমʒািট O(k3 logn) এ সমাধান করেত পাির। k

যিদ েবশ েছাট হয় (েযমন k ≤ 50) এবং n যিদ অেনক বড় হয় (েযমন n ≤ 109) তাহেল এভােবই
আমােদর সমʒািট সমাধান করেত হেব।

2.7 Ȅাফ িথওির এবং ময্ািȟǳ

Ȅাফেক ɓকাশ করার জɎ অয্াডজােসিɈ ময্ািȟǳ ɓায় বয্বহার কির। এই ময্ািȟǳ িদেয়ও েবশ িকছু কাজ
করা যায়। িনেচর সমʒািট েদখ
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ɓবেলম 2.3. ধর েতামার কােছ n িট েনােডর একিট Ȅাফ েদওয়া আেছ। Ȅাফ 1 নɣর েনাড েথেক n

তম েনােড িঠক k িট এজ বয্বহার কের কতভােব যাওয়া যায়?

সমাধান. ɓথেম আমরা ডাইনািমক েɓাȄািমং িদেয় ɓবেলমিট িচɁা করব। ধর Dk,i,j = Ȅােফর েনাড i

েথেক েনাড j েত িঠক k িট এজ বয্বহার কের কতভােব যাওয়া যায়। এটা আমরা িনেচর িরকােরɈ িদেয়
েবর করেত পাির

Dk,i,j =
n∑

m=1

Dk−1,i,m × Am,j

েযখােন A হল আমােদর অয্াডজােসিɈ ময্ািȟǳ। এর বয্াখয্া হল ɓথেম আমরা i েথেক েকান একিট
েনাড m এ k − 1 িট এজ বয্বহার কের িগেয়িছ। এ কাজিট করা যােব Dk−1,i,m উপােয়। এরপর m

েথেক আমরা j েত িগেয়িছ একিটমাȳ এজ বয্বহার কের। এ কাজিট করা যােব Am,j উপােয়, েকননা
Am,i = 1 হেল m আর j এর মেধয্ এজ িবদয্মান, সুতরাং একভােবই েয এজ বয্বহার কের m েথেক
j েত যাওয়া যােব; আবার Am,j = 0 হেল তােদর মেধয্ েকান এজ নাই, তাই শূɎ উপােয় m েথেক j

েত যাওয়া যােব। দুিট গুন করেলই আমরা সবর্েমাট উপায় পাব। আবার m েতা েকান িনিদর্ʇ েনাড না,
তাই m = 1, 2, 3, . . . , n সবার জɎই Dk−1,i,m × Am,j েযাগ করেত হেব।

এিট েদেখ িক ময্ািȟǳ গুেনর কথা মেন পেড় না? ময্ািȟǳ গুন িকʝ আমরা ɓায় একইভােব সংȗািয়ত
কেরিছলাম। ধর Dk ময্ািȟেǳর (i, j) তম এিন্ȟ Dk,i,j। তাহেল উপেরর িরকােরɈিটেক ময্ািȟǳ গুণফল
িদেয়ই আমরা ɓকাশ করেত পাির

Dk = Dk−1 × A

আবার D1 এবং অয্াডজােসিɈ ময্ািȟǳ A িকʝ একই ময্ািȟǳ। তাই

D1 = A

D2 = D1 × A = A2

D3 = D2 × A = A3

...
Dk = Dk−1 × A = Ak

অথর্াৎ Ȅােফর অয্াডজােসিɈ ময্ািȟǳ এর k তম পাওয়ার েবর করেলই আমরা আমােদর উȲর েপেয় যাব!!
কমেɐিǳিট হেব O(n3 log k)

2.8 অɎাɎ সাব-িরং

একটা িজিনশ েখয়াল কের েদেখছ? আমরা িকʝ ময্ািȟেǳর অয্ােসািসেয়িটিভিট ছাড়া আর েকান ধমর্ই
বয্বহার কিরিন। সাধারণভােব েযভােব ময্ািȟǳ গুন সংȗািয়ত করা হয় তােক বেল হয় (+,×) সাব-িরং।
কারণ A ও B এর গুনফল C েবর করেত Aik এবং Bkj গুন কের েসগুেলা আমরা েযাগ করিছ। ময্ািȟǳ
গুণফল অয্ােসািসেয়িটভ কারণ েযাগ এবং গুন দুিট অয্ােসািসেয়িটভ অপােরটর। আমরা যিদ েযাগ, গুেনর
বদেল অɎ অয্ােসািসেয়িটভ অপােরটর বয্বহার কের ময্ািȟǳ গুণফল সংȗািয়ত করতাম তাহেলও িকʝ
আমােদর ময্ািȟǳ গুণফল অয্ােসািসেয়িটভই থাকত। একইভােব আমরা ময্ািȟেǳর পাওয়ারও েবর করেত
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পারব। এমন একিট িবেশষ সাব-িরং হেȎ (max,+) সাব-িরং। এই িরং-এ যিদ C = AB হয় তাহেল

Cij =
mmax
k=1
{Aik +Bkj}

হেব। এিটও আেগর মতই অয্ােসািসেয়িটভ হেব।

ɓবেলম 2.4. ধর েতামার কােছ n িট েনােডর একিট ওেয়েটড Ȅাফ (weighted graph) েদওয়া আেছ।
Ȅাফ 1 নɣর েনাড েথেক n তম েনােড িঠক k িট এজ বয্বহার কের এমন শেটর্ʇ পােথর (shortest
path) মান কত?

সমাধান. এটা িকʝ ɓায় আেগর সমʒািটর মতই। যিদ আমরা অয্াডজােসিɈ ময্ািȟǳ A এর Ai,j = i

এবং j এর মেধয্ এেজর ওেয়ট ধির (যিদ এজ না থােক তাহেল এর মান ∞ হেব) এবং Dk,i,j =

Ȅােফর েনাড i েথেক েনাড j েত িঠক k িট এজ বয্বহার কের শেটর্ʇ পাথ ধির তাহেল আমােদর
িরকােরɈিট হেব

Dk,i,j =
n

min
m=1
{Dk−1,i,m + Am,j}

এর বয্াখয্াও িঠক আেগর সমʒার মতই। শুধু পাথর্কয্ হেȎ
∑

এর বদেল min এবং × এর বদেল +

বেসেছ এখােন। তাই এিটেক আমরা (min,+) সাব-িরং এর ময্ািȟǳ গুণফল িহেসেব িচɁা করেত পাির।
এই সাব-িরং এ Ak এর মান েবর করেলই আমরা আমােদর উȲর েপেয় যাব!

2.9 েশষ কথা

ময্ািȟǳ েকাড করার জɎ আিম সাধারণত একটা ǵাস েলেখ েফিল। ǵােস তুিম েযাগ, গুন এসব অপােরটর
ওভারেলাড করেত পারেব। আেরকটা িȟক হল যিদ েতামােক একই ময্ািȟǳ A এর পাওয়ার বারবার েবর
করেত হয় তাহেল A1, A2, A4, . . . , A2k ময্ািȟǳ গুেলা আেগর েবর করেত রাখেত পােরা। এরপর
পাওয়ারেক বাইনািরেত ɓকাশ কের তুিম েবর করা ময্ািȟǳগুেলা িদেয়ই েযেকােনা পাওয়ার েবর করেত
পারেব। আবার তুিম এই ময্ািȟǳগুেলােক সরাসির েভǱেরর সােথ গুন করেত পােরা (অয্ােসািসেয়িটিভিট!!)।
দুেটা n× n ময্ািȟǳ গুন করেত O(n3) কমেɐিǳিট লােগ, িকʝ একিট n× n ময্ািȟেǳর সােথ একিট
n × 1 েভǱর গুন করেত O(n2) কমেɐিǳিট লাগেছ। তাই অেনক সমʒায় A1, A2, A4, . . . , A2k

েবর করার পের O(n2 log k) কমেɐিǳিটেতই তুিম উȲর েবর করেত পারেব।
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অনুশীলনী

1. েতামার কােছ একিট 1 × n িȄড আেছ এবং যেথɽ সংখয্ক 1 × 1 এবং 1 × 2 েডািমেনা আেছ।
কত ভােব তুিম িȄডিটেত েডািমেনা গুেলা বসােত পারেব েযন একই ঘের একািধক েডািমেনা না থােক।
(1 ≤ n ≤ 109)
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অধয্ায় 3

Ɏাপʒাক

3.1 0/1 Ɏাপʒাক

ধর েতামার কােছ n িট বʭ আেছ, i তম বʭর ওজন wi এবং দাম vi। েতামার কােছ একটা বয্াগ
(Ɏাপʒাক) আেছ যা সেবর্াȍ W ওজেনর বʭ ধারণ করেত পাের। এই বয্ােগ তুিম সেবর্াȍ কত দােমর
বʭ রাখেত পারেব?

এেক 0/1 Ɏাপʒাক বলা হয়, কারণ এখােন ɓিতিট বʭ সেবর্াȍ একবারই েনওয়া যােব। এিটর জɎ
আমােদর ডাইনািমক েɓাȄািমং এর সাহাযয্ িনেত হেব। ধির fi,j = ɓথম i িট বʭর মেধয্ সেবর্াȍ কত
দােমর বʭ েনওয়া যায় যােত বʭগুেলার ওজেনর েযাগফল ≤ j হয়। তাহেল আমােদর িরকােরɈিট

fi,j = max{fi−1,j, fi−1,j−wi
+ vi}

অথর্াৎ fn,W এর মানই হেব আমােদর অয্াɈার। এখােন টাইম ও েমমির কমেɐিǳিট উভয়ই O(nW )।
তেব েযেহতু fi,j এর মান েকবলমাȳ fi−1,0 , fi−1,1 , fi−1,2 , . . . , fi−1,W এর ওপর িনভর্র কের
তাই O(W ) েমমির িদেয়ও কাজিট করা সɤব। (েমেমাির অপিটমাইেজশেনর চয্াɔারটা েদখ)

3.2 0−K Ɏাপʒাক

ধর েতামার কােছ n টাইেপর বʭ আেছ, i তম টাইেপর বʭ আেছ ki িট এবং এেদর ɓেতয্কিটর ওজন
wi এবং দাম vi। েতামার কােছ একটা বয্াগ (Ɏাপʒাক) আেছ যা সেবর্াȍ W ওজেনর বʭ ধারণ করেত
পাের। এই বয্ােগ তুিম সেবর্াȍ কত দােমর বʭ রাখেত পারেব?

আেগরটার সােথ এটার পাথর্কয্ হেȎ এখােন i তম বʭ সেবর্াȍ ki সংখয্ক বার েনওয়া যােব। এখােনও
আেগর মতই ডাইনািমক েɓাȄািমং বয্বহার করা যায়, ধির fi,j = ɓথম i িট বʭর মেধয্ সেবর্াȍ কত
দােমর বʭ েনওয়া যায় যােত বʭগুেলার ওজেনর েযাগফল ≤ j হয়। তাহেল,

fi,j =
kimax

m=0
{fi−1,j−wim + vim}

অথর্াৎ i তম বʭ কতবার িনিȎ েসটার সবগুেলা অপশন কনিসডার করেত হেব। আেগরটার েকাড
বুেঝ থাকেল এটার েকাড িনেজরই পারার কথা। এখােন টাইম কমেɐিǳিট হেব O(W ×

∑
ki)
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িকʝ এইখােন সমʒা হেȎ
∑

ki এর মান অেনক বড় হেত পাের। আশার কথা হল এই ɓবেলেমর
এইটাই সবেচেয় অপিটমাল সিলউশন না। O(W ×

∑
log ki) কমেɐিǳিটেতও এই ɓবেলমিট সল্ভ

করা সɤব।

আইিডয়ািট হেȎ ɓেতয্ক ki এর বাইনাির িরেɓেজেন্টশনেক বয্বহার করা। একিট উদাহরণ েদখা
যাক, ধর েকান এক টাইেপর বʭর (ki, wi, vi) = (27, 13, 5)। অথর্াৎ ঐ টাইেপর বʭ আেছ 27 িট
এবং তার ওজন 13 ও দাম 5। এখন 27 েক এইভােব েলখা যায়:

27 = 110112 = 11112 + 11002 = (24 + 23 + 22 + 21 + 20) + 12

অথর্াৎ আমরা যিদ (27, 13, 5) বʭিটর বদেল (1, 13 × 24, 5 × 24), (1, 13 × 23, 5 ×
23), (1, 13×22, 5×22), (1, 13×21, 5×21), (1, 13×20, 5×20) এবং (1, 13×12, 5×12)
বʭগুেলার ওপর Ɏাপʒাক িডিপ চালাই তাহেল উȲর েচȜ হেব না, এর কারন হেȎ 24, 23, 22, 21, 20

এবং 12 িদেয় 0 েথেক 27 পযর্Ɂ সব সংখয্া েক েলখা যায়, তেব 27 এর বড় েকান সংখয্ােক েলখা
যায় না (িকছু িকছু সংখয্ােক একািধক উপােয় েলখা েযেত পাের, িকʝ েসটা আমােদর জɎ সমʒা না)।
এইভােব ɓিতিট বʭেক তার বাইনাির িরেɓেজেন্টশন অনুযায়ী েভেȉ িদেত হেব। েভেȉ েদওয়ার পর িকʝ
আমােদর আর 0-K Ɏাপʒাক থাকেছ না, 0-1 Ɏাপʒাক হেয় যােȎ। কারণ েভেȉ েদওয়ার পর ɓেতয্ক
বʭেক সেবর্াȍ একবারই েনওয়া সɤব (ki = 1)। অথর্াৎ েভেȉ েদওয়ার পর আমােদর েমাট বʭ হেব
O(
∑

log ki) িট। তাই 0-1 Ɏাপʒাক এর কমেɐিǳিট হেব O(W ×
∑

log ki)।
মজার বয্াপার হল এই ɓবেলেমর O(W ×

∑
log ki) এর েচেয়ও ভাল সিলউশন আেছ। O(nW )

কমেɐিǳিটেতও 0-K Ɏাপʒাক সল্ভ করা সɤব। িরকােরɈিট আবার লǸয্ কির:

fi,j =
kimax

m=0
{fi−1,j−wim + vim} (1)

েকােনা িফǳড i এর জɎ fi,0 , fi,1 , . . . , fi,W এর মান যিদ আমরা O(W ) েত েবর করেত
পাির, তাহেলই O(nW ) কমেɐিǳিট হেয় যােব। এখন লǸয্ কির, fi,j এর মান fi−1,j, fi−1,j−wi

,
fi−1,j−2wi

, fi−1,3wi
, . . . মানগুেলার ওপর িনভর্র কের। অɎভােব বলা যায় fi,j এর মান এমন সব

fi−1,p এর মােনর ওপর িনভর্র কের যােত p ≡ j mod wi হয়। এটােক কােজ লািগেয়ই O(W )

েত কাজিট করা সɤব। আমরা fi,j এর মান 0 ≤ j ≤ W এর জɎ একসােথ েবর না কের wi এর
ɓেতয্ক মডুেলা ǵােসর জɎ আলাদা ভােব েবর করেত পাির। বুঝােনার সুিবধােতর্ ধির,

gm(i, j) = fi,m+jwi

েযখােন 0 ≤ m < wi। এখন আমরা একটা িফǳড m এর জɎ gm(i, j) এর সকল মান েবর
করব, েযখােন 0 ≤ m+ jwi ≤ W । (1) নং িরকােরেɈর সাহােযয্ gm(i, j) েক এইভােব েলখা যায়:

gm(i, j) =
jmax

h=j−ki
{gm(i− 1, h) + (j − h)vi}

=
jmax

h=j−ki
{gm(i− 1, h)− hvi}+ jvi

এখান েথেকই বুঝা যােȎ gm(i−1, 0), gm(i−1, 1)−vi, gm(i−1, 2)−2vi, . . . এর ɓিতিট
ki+1 ৈদেঘর্য্র সাবঅয্ােরর িমিনমাম ভয্ালু েবর করেত পারেলই gm(i, j) এর সকল মান আমরা সহেজই
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েবর করেত পারব। েকােনা n ৈদেঘর্য্র অয্ােরর ɓিতিট m ৈদেঘর্য্র সাবঅয্ােরর িমিনমাম (বা ময্ািǳমাম)
ভয্ালু O(n) এই েবর করা যায় (ʔাইিডং উইেন্ডার সাহােযয্)। অথর্াৎ ɓেতয্ক মডুেলা ǵােসর জɎ আমরা
িলিনয়ার টাইেমই gm এর মান েবর করেত পারব। েযেহতু ɓেতয্কিট সংখয্াই েকবলমাȳ একিট মডুেলা
ǵােসর অɁভুর্Ƕ তাই ওভারঅল কমɐিǳিট হেব O(W )। তাই ɓেতয্কিট i এর জɎ fi,j এর মান েবর
করেত O(nW ) কমেɐিǳিট ɓেয়াজন।

3.3 সাবেসট সাম

এই েসকশেনর সব জায়গায় েসট বলেত মািɪেসট বুঝান হেব। অথর্াৎ েসেট একই উপাদান একািধক বার
থাকেত পাের।

Ɏাপʒােকর সবেচেয় গুরুȭপূণর্ ভয্ািরেয়শন এিট। ধর েতামার কােছ n ৈদেঘর্য্র একটা অয্াের a এবং
একিট নাɣার m েদওয়া আেছ। েতামােক বলেত হেব a এর নাɣার গুেলা বয্বহার কের েযাগফল m

বানােনা যায় িকনা।

অথর্াৎ S = {1, 2, 3, . . . , n} হেল এমন েকান সাবেসট T পাওয়া সɤব িকনা যােত T ⊆ S

এবং
∑

i∈T ai = m হয়।

ধির,

fi,j =

1, যিদ ɓথম i িট সংখয্া হেত েযাগফল j বানােনা সɤব হয়,

0, সɤব না হয়.

তাহেল,
fi,j = fi−1,j ∨ fi−1,j−ai

∨ এখােন or অপােরটরটােক বুঝােȎ। তাহেল এই িডিপটা কয্ালকুেলট করেত আমােদর O(nm)

টাইম ও O(m) েমমির লাগেছ। তেব এই সিলউশন েক অপিটমাইজ করার জɎ আেরকটা সʈা অপ-
িটমাইেজশন আেছ। তা হল bitset বয্বহার করা। bitset বয্বহার করেল টাইম কমেɐিǳিট দাড়ায়
O(nm

64
) এবং েমেমাির কমেɐিǳিট দাড়ায় O(m

64
)।

3.4 ডাইনািমক সাবেসট সাম

ধর সাবেসট সাম ɓবেলমটায় েতামােক িকছু আপেডট আর কুেয়িরও েদওয়া হল। অথর্াৎ ɓেতয্ক আপেডেট
েতামােক একিট সংখয্া p েদওয়া হেব এবং েতামােক সংখয্াটােক েসেট অয্াড করেত হেব অথবা েসট
েথেক িরমুভ করেত হেব। ɓেতয্ক কুেয়িরেত েতামােক একিট সংখয্া r েদওয়া হেব এবং েতামােক বলেত
হেব r সংখয্ািটেক েসেটর সংখয্াগুেলার েযাগফল িহেসেব েলখা যায় িকনা।

ধরা যাক েমাট আপেডট ও কুেয়ির Q িট। তাহেল যিদ আমরা Q বারই সাবেসট সাম-এর িডিপ টা
নতুন কের আপেডট কির তাহেল কমেɐিǳিট O(Qnrmax

64
) হেয় যােȎ। তেব এই ɓবেলমিট O(Qrmax)

টাইেমও করা সɤব, েযখােন rmax হল r এর ময্ািǳমাম ভয্ালু।
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এর জɎ আমােদর িডিপ টােক একটু েচȜ করেত হেব। ধির, fj = েসেট েযসব উপাদান আেছ
তােদর েকােনা সাবেসট িনেয় কতভােব j সংখয্ািট বানােনা যায়। তাহেল ɓেতয্ক কুেয়িরেত fr > 0 িকনা
তা েচক করেলই হেȎ আমােদর। আর যিদ নতুন েকান নাɣার অয্াড বা িরমুভ করেত হয় তাহেল নরমাল
সাবেসট সাম িডিপর মতই fj এর মান আপেডট করা যায়। এখন সমʒা হেȎ fj মান অেনক বড় হেয়
েযেত পাের, এমনিক long long এও আটেব না। তাই fr েক আমরা mod P কয্ালকুেলট করব
েযখােন P র য্ানডম েকান ɓাইম নাɣার। এখন যিদ fr = 0 হয়, এবং তারপেরও r েক েযাগফল িহেসেব
েলখা যােব েসিটর সɤাবনা েনয় বলেলই চেল। (েকউ চাইেল ২-৩ িট mod ও বয্বহার করেত পাের)।

3.5 O (s
√
s) সাবেসট সাম

এখােন s েসেটর সবগুেলা সংখয্ার েযাগফল বুঝােȎ। যিদ েকান সংখয্া t এর েথেক বড় হয়, তাহেল আমরা
নরমািল bitset িদেয় িডিপ টা আপেডট করব, এিট করেত O

(
s
64
× s

t

)
কমেɐিǳিট লােগ (কারন

t এর েথেক বড় সংখয্া সেবর্াȍ s
t

বার পাওয়া যােব)। আর যিদ t এর েথেক েছাট হয় তাহেল আমরা
0-k Ɏাপʒাক এর মত িডিপ টােক আপেডট করব। অথর্াৎ t এর েথেক েছাট েকান সংখয্া কতবার আেছ
েসটা েবর কের তার ওপর 0-k Ɏাপʒাক ɓেয়াগ করব। এ কাজিট করেত সেবর্াȍ O(st) কমেɐিǳিট
লােগ। t =

√
s
64

হেল েটাটাল কমেɐিǳিট দাড়ায়:

O
( s

64
× s

t
+ s× t

)
= O

(
s

√
s

64

)
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অধয্ায় 4

বয্ািরেকডস িȟক

4.1 একিট েপািলশ সমʒা

বাইটলয্ান্ড নােমর একিট Ⱥীেপ n িট শহর আেছ এবং শহরগুেলার মেধয্ িকছু িȺমুখী রাʈা আেছ। এ
শহেরর ময্াপ একিট িবেশষ ধরেনর, একিট শহর েথেক আেরকিট শহের েকবলমাȳ একভােবই যাওয়া
যায়। অথর্াৎ Ȅাফ িথওিরর ভাষায় বাইটলয্ােন্ডর মাপিট একিট িȟ Ȅাফ।

দুঃখজনকভােব বাইটলয্ান্ড Ⱥীপিটেত এখন যুȻ চলেছ। বাইটলয্ােন্ডর েসনাবািহনী িনেজেদর ɓিতরǸার
জɎ একিট যুȻেǸȳ ৈতির করেত চায়। তারা যুȻেǸȳিট ৈতির করার জɎ িকছু রাʈা ɝক কের িদেব।
যুȻেǸȳিট ৈতিরর জɎ তােদর িতনিট শতর্ েমেন চলেত হেব।

→ যুȻেǸেȳর অɁগর্ত শহরগুেলার িনেজেদর মেধয্ চলাচেলর রাʈা থাকেব। অথর্াৎ যুȻেǸেȳর েযেকােনা
দুিট শহেরর মেধয্ েকােনা ɝক করা রাʈা থাকেব না।

→ যুȻেǸেȳর িভতেরর েকােনা শহর েথেক যুȻেǸেȳর বাইেরর েকােনা শহের যাওয়ার েকােনা রাʈা
থাকেব না।

→ যুȻেǸেȳর মেধয্ k িট শহর থাকেব।

েবিশ সংখয্ক রাʈা ɝক কের িদেল শহেরর মেধয্ যাতায়ােত সমʒা হেত হেত পাের। েতামােক
বাইটলয্ান্ড Ⱥীপিটর যুȻেǸȳ ɓʭত করার দািয়ȭ েদওয়া হেয়েছ। েতামােক বলেত হেব সবর্িনɠ কয়িট রাʈা
ɝক কের বাইটলয্ান্ড শহের একিট যুȻেǸȳ ɓʭত করা সɤব।

এিট আসেল েপালয্ােন্ডর ইনফরমািটǳ অিলিɡয়ােডর বয্ািরেকডস নােমর ɓবেলম। এই ɓবেলম
েথেকই মূলত এই অধয্ােয়র আইিডয়াটা জনিɓয় হেয়িছল, তাই এখন এই িȟক এখন বয্ািরেকডস িȟক
নােমই েɓাȄািমং মহেল অিধক পিরিচত।

4.2 সমাধান

সমʒািট েদেখ অেনেকই আɃাজ করেত পারছ এইখােন িȟ Ȅাফিটর ওপেরই ডাইনািমক েɓাȄািমং করেত
হেব। এ ধরেনর সমʒা সমাধােনর জɎ একিট িবেশষ ধরেনর ডাইনািমক েɓাȄািমং বয্বহার করা হয়
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যােক িসবিলং িডিপ নােম অেনেক িচেন। ɓথেম েদখা যাক আমােদর িডিপ েʇট িক হেত পাের।

ɓথেম আমরা েযেকােনা একিট েনাডেক িȟ-এর রুট ধের িনব। ধরা যাক ১ নɣর েনাডিটেক আমরা রুট
িহেসেব ধেরিছ। v েনাডিটর সাবিȟেক আমরা Tv Ⱥারা ɓকাশ করব এবং সাবিȟ-এর মেধয্ েনাড সংখয্ােক
|Tv| Ⱥারা ɓকাশ করব। অথর্াৎ T1 িদেয় সɡূণর্ িȟ টােকই বুঝােনা হেȎ। যারা িȟ িডিপর সােথ েমাটামুিট
পিরিচত তারা ইেতামেধয্ বুেঝ িগেয়ছ আমােদর েʇট িক হেত পাের। ধরা যাক fv,x এর মান হল সবর্িনɠ
কতিট এজ মুেছ িদেল v এর সাবিȟ-এর মেধয্ x িট েনােডর একিট কােনেǱড সাবȄাফ পাওয়া যােব যােত
v েনাডিট িনেজও েসই সাবȄােফর অংশ হয়। আমরা যিদ ɓিতিট েনাড v জɎ fv,x এর মানগুেলা েবর
কের িনেত পাির তাহেল খুব সহেজই ɓিতিট কুেয়ির O(n) কমেɐিǳিটেত েবর কের েফলেত পারব।

এখন েদখা যাক িকভােব আমরা fv,x এর মানগুেলা কয্ালকুেলট করেত পাির। ধরা যাক েনাড v এর
জɎ আমরা fv,x এর মান েবর করিছ। v এর সাবিȟেত |Tv| − 1 িট এজ আেছ, তাই |Tv| − 1 িটর
েবিশ এজ মুেছ েফলা সɤব না, এজɎ 1 ≤ x < |Tv| এর জɎ fv,x এর মান েবর করাই আমােদর
জɎ যেথɽ। ধর েনাড v এর চাইɮগুেলা হল u1, u2, . . . , um। ɓিতিট চাইেɮর জɎ যিদ আমােদর
fui,∗ এর মানগুেলা কয্ালকুেলট করা থােক তাহেল fv,x এর মান আমরা িকভােব েবর করেত পাির েসিট
একটু িচɁা কের েদখ।

েযেকােনা একিট চাইɮ ui এর কথা িচɁা কর। আমােদর হােত দুিট অপশন আেছ: হয় আমরা ui

এর সাবিȟ েথেক আমরা qi িট েনােডর এমন একিট সাবȄাফ িনব যােত ui েনাডিটও তার অɁভুর্Ƕ থােক,
অথবা (v, ui) এজিটই আমরা মুেছ িদব; েসেǸেȳ আমরা qi = 0 ধরেত পাির। ɓথম েǸেȳ আমােদর
fui,qi িট এজ মুেছ েফলেত হেব, আর িȺতীয় েǸেȳ আমােদর ১ িট এজ মুেছ েফলেত হেব। আর আমােদর
fv,x এর মান েবর করার জɎ এমন ভােব qi িসেলǱ করেত হেব েযন q1 + q2 + · · ·+ qm = x− 1

হয়।

িডিপ েʇট-এ শুধুমাȳ v আর x এর মান েরেখ আমরা আর আগােত পারিছ না, কারন আমরা যিদ
ɓিতিট চাইɮ েথেক সɤাবয্ সকল ধরেনর qi এর মান িনেয় েচক কির তাহেল আমােদর কমেɐিǳিট
এǳেপােননিশয়াল হেয় যােব। তাই আমােদর fv,x এর মান েবর করার জɎ আেরকিট িডিপর সাহাযয্
িনেত হেব।

ধির gi,x এর মান হল v এর ɓথম i িট চাইɮ েথেক সবর্িনɠ েয কয়িট এজ মুেছ িদেল x িট েনােডর
একিট সাবȄাফ পাওয়া যােব েযন v েনাডিটও েসই সাবȄােফর অংশ হয়। অথর্াৎ ɓথম i িট চাইɮ েথেক
q1, q2, . . . , qi এমনভােব িসেলǱ করেত হেব েযন q1 + q2 + · · ·+ qi = x− 1 হয়। এখন gi,x এর
মান আমরা gi−1,∗ মানগুেলা েথেক খুব সহেজই েবর কের িনেত পাির িনেচর িরকােরɈিটর মাধয্েম:

gi,x = min{gi−1,x + 1, min
1≤a≤x

gi−1,x−a + fui,a}

উপেরর লাইেন দুিট অপশনই িবেবচনা করা হেয়েছ। যিদ i তম চাইেɮর সােথ v এর এজিট মুেছ
েফলা হয় তাহেল i তম চাইেɮর আেগর চাইɮগুেলা েথেক x িট েনােডর সাবȄাফ েপেত কমপেǸ gi−1,x

িট এজ মুেছ েফলেত হেব এবং (v, ui) এজিট সহ েমাট gi−1,x+1 িট এজ মুছেত হেব। আর যিদ i তম
চাইɮ ui এর সাবিȟ েথেক a িট েনােডর সাবȄাফ েনওয়া হয় যােত ui তােত অɁভুর্Ƕ থােক তাহেল ui

এর সাবিȟ েথেক কমপেǸ fui,a িট এজ মুেছ েফলেত হেব এবং u1, u2, . . . , ui−1 চাইɮগুেলা েথেক
েমাট gi−1,x−a িট এজ মুেছ েফলেত হেব। অথর্াৎ েমাট gi−1,x−a + fui,a িট এজ মুেছ েফলেত হেব।
সবেশেষ gm,x এর েয মান কয্ালকুেলট করা হেব েসিটই হেব fv,x এর মান। এভােব ɓিতিট েনােডর
জɎ আমরা আেরকিট িডিপর মাধয্েম fv,x এর মানগুেলা িননর্য় করেত পারব।
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4.3 কমেɐিǳিট অয্ানালাইিসস

িনিদর্ɽ েকােনা একিট েনাড v এর জɎ fv,∗ এর মানগুেলা েবর করেত কয়িট অপােরশন লাগেব েসিট িহেসব
করার েচɽা করব আমরা। ɓথমত েকােনা েনাড v এর সাবিȟেত |Tv| − 1 সংখয্ক এজ আেছ, সুতরাং
x = 1, 2, 3, . . . , (|Tv|−1) এর জɎ fv,x এর মানগুেলা েবর করেলই হেব আমােদর। আবার gi−1,∗

েথেক gi,∗ এর মানগুেলা েবর করেত আমােদর O (|Tv|.|Tui
|) কমেɐিǳিট ɓেয়াজন। সুতরাং েনাড v এর

জɎ fv,∗ এর মানগুেলা েবর করেত আমােদর সবর্েমাট কমেɐিǳিট O (|Tv| ×
∑m

i=1 |Tui
|)। েযেহতু

|Tv| = 1 +
∑m

i=1 |Tui
| তাই আমরা এেক েলখেত পাির: O (|Tv|.|Tv|) = O (|Tv|2) িহেসেব।

আর সব েনােডর জɎ এই মান েযাগ করেল আমােদর কমেɐিǳিট হেব O (
∑n

i=1 |Ti|2) = O (n3)

মজার বয্াপার হল আমরা আমােদর অয্ালেগািরদমেক েতমন েকােনা পিরবতর্ন না কেরই O(n2)

বািনেয় িদেত পাির। এজɎ আমােদর একটু িভɇভােব অয্ানালাইিসস করেত হেব।

েলমা 4.1. Tv এর সকল েনােডর জɎ f∗,∗ এর মানগুেলা O (|Tv|2) কমেɐিǳিটেত েবর করা সɤব।

ɓমাণ: ɓমােণর জɎ গািনিতক আেরােহর সাহাযয্ িনব। এখােন আমরা |Tv| এর ওপর গািণিতক
আেরাহ ɓেয়াগ করব। ধর, যিদ েকান েনাড h এর জɎ |Th| < |Tv| হয় তাহেল Th এর সকল েনােডর
জɎ f∗,∗ এর মানগুেলা O(|Th|2) কমেɐিǳিটেত েবর করা সɤব। আমরা ɓমাণ করব তাহেল Tv এর
সকল েনােডর জɎও f∗,∗ এর মানগুেলা O(|Tv|2) কমেɐিǳিটেত েবর করা সɤব। েবস েকস |Tv| = 1

এর জɎ িনঃসেɃেহ O(12) = O(1) কমেɐিǳিটেত f∗,∗ এর মানগুেলা েবর করা সɤব।

ধর v এর চাইɮগুেলা হল u1, u2, . . . , um। েযেহতু |Tui
| < |Tv| তাই u1, u2, . . . , um

চাইɮগুেলার সাবিȟর সকল েনােডর জɎ f∗,∗ এর মানগুেলা েবর করেত আমােদর যথাǷেম O(|Tu1 |2),
O(|Tu2 |2), . . . , O(|Tum |2) কমেɐিǳিট ɓেয়াজন। সুতরাং চাইɮগুেলার সাবিȟর সকল েনােডর জɎ
f∗,∗ এর মানগুেলা েবর করেত O (

∑m
i=1 |Tui

|2) কমেɐিǳিট লাগেব।

এখন আমােদর শুধুমাȳ fv,∗ এর মানগুেলা েবর করা বািক। লǸয্ কর, v এর ɓথম i িট চাইɮ
েথেক সেবর্াȍ

∑i
j=1 |Tuj

| িট এজ মুেছ েফলা সɤব। তাই gi,x এর মান েবর করার সময় আমােদর x

এর মান সেবর্াȍ
∑i

j=1 |Tuj
| পযর্Ɂ িবেবচনা করেলই হেȎ। gi,x এর িরকােরɈিট আবার লǸয্ কর:

gi,x = min{gi−1,x + 1, min
1≤a≤x

gi−1,x−a + fui,a}

এখােন x− a এর মান সেবর্াȍ
∑i−1

j=1 |Tuj
| হেব এবং a এর মান সেবর্াȍ |Tui

| হেব। তাই gi,∗

এর মান েবর করেত আমােদর আসেল O
(
|Tui
| ×
∑i−1

j=1 |Tuj
|
)

কমেɐিǳিট লাগেব। x − a ≤∑i−1
j=1 |Tuj

| এবং a ≤ |Tui
| েক একȳ করেল আমরা পাব x−

∑i−1
j=1 |Tuj

| ≤ a ≤ |Tui
| অথর্াৎ,

িরকােরɈিটেত a এর েরȜ 1 ≤ a ≤ x েক পিরবতর্ন কের x−
∑i−1

j=1 |Tuj
| ≤ a ≤ |Tui

| কের িদেলই

হেব। এভােব সবগুেলা চাইেɮর জɎ কয্ালকুেলট করেত O
(∑m

i=1

∑i−1
j=1 |Tui

|.|Tuj
|
)

কমেɐিǳিট

লাগেব। সুতরাং েমাট কমেɐিǳিট হেব

O

(
m∑
i=1

i−1∑
j=1

|Tui
|.|Tuj

|+
m∑
i=1

|Tui
|2
)
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≤ O

(
2

m∑
i=1

i−1∑
j=1

|Tui
|.|Tuj

|+
m∑
i=1

|Tui
|2
)

= O

( m∑
i=1

|Tui
|

)2


= O
(
|Tv|2

)
এখন T1 এর উপর এই এই উপপাদয্িট ɓেয়াগ করেলই ɓমাণ হেয় যােব সকল f∗,∗ এর মান

O(n2) কমেɐিǳিটেত েবর করা সɤব।

4.4 কিɣেনটিরয়াল ɓমাণ

একিট িভɇ সমʒা িনেয় িচɁা করা যাক। ধর আমােদর েবর করেত এমন কয়িট Ƿমেজাড় (x, y) আেছ
েযন েনাড x এবং েনাড y এর েলােয়ʇ কমন অয্ানেসসটর (lowest common ancestor) েনাড
v হয় এবং x ও y এর েকানিটই v এর সমান না হয়। এেক আমরা Fv Ⱥারা ɓকাশ করব। x আর
y েলােয়ʇ কমন অয্ানেসসটর v হেল x এবং y অবɸই v এর দুিট িভɇ িভɇ চাইেɮর সাবিȟেত
অবিʉত। ধরা যাক x েনাডিট Tui

এবং y েনাডিট Tuj
েত অবিʉত। সুতরাং (x, y) Ƿমেজাড়িটেক েমাট

|Tui
| × |Tuj

| ভােব বাছাই করা েযেত পাের। যিদ আমরা সকল সɤাবয্ চাইেɮর Ƿমেজাড় (ui, uj)

(যােত ui 6= uj হয়) এর জɎ |Tui
| × |Tuj

| এর েযাগফল িননর্য় কির তাহেলই আমরা কািȌত উȲর
েপেয় যাব। অথর্াৎ এমন Ƿমেজাড় সংখয্া হেব

Fv =
∑
|Tui
|.|Tuj

| = 2
m∑
i=1

i−1∑
j=1

|Tui
| × |Tuj

|

েযেহতু েযেকােনা Ƿমেজাড় (x, y) এর জɎ একিট অনɎ েলােয়ʇ কমন অয্ানেসসটর আেছ এবং
সবর্েমাট 2

(
n
2

)
িট (x, y) Ƿমেজাড় গঠন করা সɤব তাই আমরা িলখেত পাির

n∑
i=1

Fi ≤ 2

(
n

2

)
িকʝ আমরা জািন

∑m
i=1

∑i−1
j=1 |Tui

|×|Tuj
| কমেɐিǳিটেত আমরা েকােনা েনাড v এর জɎ f∗,∗

এর মানগুেলা েবর করেত পাির। অথর্াৎ f∗,∗ এর মানগুেলা েবর করেত আমােদর O(Fv) কমেɐিǳিট
ɓেয়াজন। সুতরাং সকল েনােডর জɎ f∗,∗ এর মান েবর করেল আমােদর কমেɐিǳিট হেব:

O

(
n∑

i=1

Fi

)
= O

(
2

(
n

2

))
= O

(
n2
)

4.5 অɎাɎ সমʒা

এই আইিডয়াটার সবেচেয় ভােলা িদক হেȎ এিট অɎাɎ অেনক িȟ িডিপ সমʒােতই ɓেয়াগ করা যায়।
িবেশষত যিদ িডিপ েʇট-এ েনাড ছাড়াও আরও একিট েʇট থােক তাহেল েবিশর ভাগ েǸেȳই বয্ািরেকডস
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িȟক অয্ািɐেকবল। িনেজর করার জɎ িকছু অনুশীলন েদওয়া হল

িনেজ কেরাঃ
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অধয্ায় 5

এǳেচȜ আগুর্েমন্ট

5.1 ɓমাণ দাও

সাধারণত িȄিড অয্ালগিরদম গুেলা অেনকটা এরকম হয়ঃ যতǸণ পযর্Ɂ সɤব ɓদȲ শতর্গুেলা িঠক েরেখ
তুিম ɓিতবার একিট কের ইিলেমন্ট িসেলǱ কের েতামার সিলউশেন অয্াড করবা েযটায় েতামার সবেচেয়
েবিশ লাভ হয়। আমরা এǳেচȜ আগুর্েমন্ট বয্বহার কের েযমন আমােদর এই িȄিড অয্ালগিরদেমর শুȻতা
ɓমাণ করেত পাির, েতমিন এǳেচȜ আগুর্েমন্ট এর ধাপ গুেলা িনেয় িচɁা করেত িগেয় আমােদর িȄিড
সিলউশনও দাঁড় কিরেয় েফলেত পারেবা অেনক সময়। এǳেচȜ আগুর্েমন্ট ɓুফ গুেলার েমইন আইিডয়া
হেলা, তুিম েযেকােনা একিট অিɔমাল সিলউশন িনেব, তারপর েসিটেক ধােপ ধােপ এমনভােব েতামার
িȄিড সিলউশেন পিরবতর্ন করেব েযন ɓিত ধােপ েতামার েকান লস না হয়। তাহেল তুিম বলেত পারেব
অɁত এমন একটা অিɔমাল সিলউশন আেছ, েযটা িকনা েতামার িȄিড সিলউশেনর চাইেত খারাপ অথবা
একই। অɎভােব বলেত েগেল, েতামার সিলউশনও একিট অিɔমাল সিলউশন। একটা উদাহরণ েদখা
যাক।

উদাহরণ 5.1 (ডট ɓডাǱ িমিনমাইেজশন). েতামােক দুিট অয্াের েদওয়া আেছ। েতামােক এমনভােব অয্াের
দুিটেক িরঅয্ােরȜ করেত হেব েযন তােদর ডট গুণফল অথর্াৎ,

∑N
i=1 AiBi এর মান িমিনমাম হয়।

সমাধান. আমরা চাই না দুিট বড় বড় সংখয্া একসােথ থাকুক কারণ তােদর গুণফল অবɸই বড় হেয় যােব।
অɎিদেক, দুিট েছাট েছাট সংখয্া একসােথ থাকেল লাভ হেত পাের বেল মেন হেত পাের। িকʝ এরকম
করেল বড় বড় সংখয্া গুেলা একসােথ হেয় যােব। তাহেল এরকম একটা িকছু করা যায়- একিট েছাট আর
একিট বড় সংখয্া একসােথ েপয়ারআপ করা। এই আইিডয়াটােক গুিছেয় বলেল হেব- ɓথম অয্ােরিটেক
নন-িডিǷিজং অডর্াের সটর্ করা এবং িȺতীয় অয্ােরিটেক নন-ইনিǷিজং অডর্াের সটর্ করা। এখন আমােদর
ɓমাণ করেত হেব, এিট একিট অিɔমাল সিলউশন। আমরা ধের িনেত পাির ɓথম অয্ােরিট নন-িডিǷিজং
অডর্াের সটর্ করা আেছ। এখন ধেরা এমন একটা অিɔমাল সিলউশন আেছ েযখােন B িডিǷিজং অডর্াের
সটর্ করা েনই, অথর্াৎ, এমন একটা i আেছ েযন, Bi < Bi+1। এখন আমরা এেদরেক েসায়াপ কের
আমােদর িȄিড সিলউশেনর িদেক েযেত চাই। যিদ েসায়াপ কির, তাহেল আমেদর গুণফেল েযই অিতিরǶ
কʇ অয্াড হেব তা হেলাঃ AiBi+1+Ai+1Bi−AiBi−Ai+1Bi+1। সুতরাং আমােদর ɓমাণ করেত
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হেব-

AiBi+1 + Ai+1Bi − AiBi − Ai+1Bi+1 ≤ 0

Ai(Bi+1 − Bi)− Ai+1(Bi+1 − Bi) ≤ 0

Ai ≤ Ai+1 কারণ, Bi+1 − Bi > 0

আসেলই তাই! (ইমিɐেকশন গুেলা উɪা অডর্াের িলখেত হেব আরিক ফমর্াল ɓুেফ...) তাহেল আমরা
ɓুফ কের েফললাম- এভােব েসায়াপ করেত থাকেল আমরা েকান লস ছাড়াই অিɔমাল সিলউশন েথেক
িȄিড সিলউশেন েপৗছােত পারেবা (েখয়াল কেরা, শুধুমাȳ দুেটা পাশাপািশ উপাদান েসায়াপ কের কেরই
িকʝ একিট িসকুেয়েɈর েযেকােনা পারমুেটশেন েপৗছেনা যায়)। অথর্াৎ, আমােদর িȄিড সিলউশনও একিট
অিɔমাল সিলউশন!

5.2 মুল েটকিনক

িȄিড অয্ালগিরদম েবর করার পের তা এǳেচȜ আগুর্েমন্ট িদেয় ɓমাণ করার জɎ আমরা যা কির তােক
মূলত িনেচর ৩টা েʇেপ ভাগ করা যায়-

০. ধেরা আমােদর িȄিড অয্ালগিরদম বয্বহার কের আমরা একটা সিলউশন G = {g1, g2, . . . , gn}
েপেয়িছ, আর O = {o1, o2, . . . , om} একিট অিɔমাল সিলউশন। এখােন িকʝ আমরা ধের
িনিȎ G আর O দুেটাই সবরকেমর শতর্ েমেনই বানােনা হেয়েছ।

০. ধের নাও G 6= O আর তােদর মেধয্ পাথর্কয্ কেরা, েযমন, ধর G েত এমন একিট উপাদান
েপেল েযিট O েত েনই (অথবা, O েত এমন একিট উপাদান েপেল েযিট G েত েনই) অথবা
এমন দুিট উপাদান আেছ যারা G েত েযই অডর্াের আেছ, O েত তার িবপরীত অডর্াের আেছ।

০. এǳেচȜ। েযমন, ɓথম েকইস এর জɎ O েথেক একিট উপাদান েবর কের আেরকিট উপাদান
ঢুকালা, অথবা িȺতীয় েকইস এর জɎ অডর্ারটা েসায়াপ কের িদেল (েবিশরভাগ সময় খািল
পাশাপািশ ২টা উপাদান িনেয়ই কাজ করা হয়)। এখন কারণ েদখাও, এǳেচȜ করার পর েতামার
নতুন সিলউশনটা আেগরটার তুেলানায় খারাপ না এবং এরপর েদখােব তুিম যিদ এইরকম এǳেচȜ
করেত থােকা তাহেল একসময় O েক G এর সমান বানােত পারেব। সুতরাং েতামার িȄিড
সিলউশন েযেকােনা অিɔমাল সিলউশেনর (বা েযেকােনা নন-অিɔমাল সিলউশেনর) চাইেত ভাল
বা সমান, যার মােন দাঁড়ােলা েতামার সিলউশনও একিট অিɔমাল সিলউশন।

অেনক ভারী ভারী আেলাচনা হেয় েগেলা! আসেল ɓথেমই েয বেলিছলাম এǳেচȜ আগুর্েমন্ট িদেয়
ɓুফ করেত িগেয় আমরা অেনকসময় িȄিড সিলউশনও দাঁড় কিরেয় েফলেত পাির- এভােব িচɁা করেল
আমরা িকছু কিন্ডশন পাই (েযমন পাশাপািশ ২টা উপাদােনর মেধয্ িকরকম সɡকর্ হেত পাের) এবং
েসগুেলা েথেক আমরা উপাদান গুেলার একিট অডর্ািরং েপেত পাির েযটা আমােদর কাজেক অেনক সহজ
কের েদয়। আশা কির পেরর অংেশর উদাহরণগুেলা েদখেল িবষয়টা পিরɻার হেব।

অনুশীলনী 5.1. দুিট অয্াের েদওয়া আেছ (একই উপাদান বার বার থাকেত পাের)। অয্াের দুিটর উপাদােনর
মািɪেসট গুেলা সমান, অথর্াৎ, এেদরেক সটর্ করেল অয্াের দুিট একই হেব। তুিম ɓিত ধােপ ɓথম অয্ােরিটর
দুিট পাশাপািশ উপাদান েসায়াপ করেত পারবা। িমিনমাম কয়িট মুেভ ɓথম অয্ােরিটেক তুিম িȺতীয় অয্ােরর
সমান করেত পারেব তা েবর করেত হেব।
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5.3 িডিপর সােথ সɡকর্

আমরা যখন িকছু উপাদােনর উপর িডিপ কির তখন আমরা েকান েকান উপাদানগুেলা িবেবচনা কের
েফেলিছ এবং েকানগুেলা বািক আেছ তার িহসাব রাখেত হয় এবং েবিশরভাগ েǸেȳই তা একিট িɓিফǳ
বা সািফǳ হয়। অথর্াৎ আমােদর O(N) সাইেজর একটা েʇট রাখেত হয়। িকʝ মেন কেরা আমােদর
এরকম িকছু করেত বলল-

০. উপাদানগুেলার একিট অিɔমাল সাবেসট বাছাই করেত হেব।

০. এরপর েচক কের েদখেত হেব, ঐ সাবেসটিটেক িক এমন েকােনা অডর্াের সাজােনা যায় িকনা
যােত েসই অডর্ািরং ɓবেলেম েদওয়া িকছু শতর্ পালন কের।

০. যিদ কের, তাহেল েসই সাবেসটিটেক আমরা Ȅহণেযাগয্ ধরব।

০. আবার একিট Ȅহণেযাগয্ সাবেসেটর উপাদান গুেলা িকভােব সাজােনা আেছ, তার উপর ɓবেলেম
েদওয়া কʇ ফাংশান িডেপন্ড কের। সুতরাং, একিট সাবেসট বাছাই কের, তার মেধয্ আবার
উপাদান গুেলা এমন ভােব সাজােত হেব েযন কʇ ফাংশান িমিনমাইজ হয়।

০. সব Ȅহণেযাগয্ সাবেসেটর মেধয্ িমিনমাম কʇ েবর করেত হেব।

তখন িক করা যায়? এমন ɓবেলম েদখেল মেন হেত পাের েকান িȄিড সিলউশন েবর করেত পাির
িকনা েদিখ। হয়েতা তুিম েপেয়ও েযেত পােরা! িকʝ এরকম সমʒায় এǳেচȜ আগুর্েমন্ট এর েটকিনকিটও
অয্াɐাই কের েদখা উিচত। এǳেচȜ আগুর্েমন্ট অয্াɐাই কের আমরা উপাদানগুেলার একিট অডর্ার েপেত
পাির েযখােন অɁত একিট অিɔমাল আɈাের উপাদানগুেলা েসই অডর্ার অনুযায়ী সাজােনা থাকেব। এেত
েযই সুিবধা হয় তা হেলা, এরপর আমরা িɓিফেǳর/সািফেǳর উপর িডিপ করেত পারেবা।

উদাহরণ 5.2 (Code Festival ’17 Final D - Zabuton). একিট বািলশ ɓিতেযািগতায় N ≤
5 × 103 জন ɓিতেযাগী আেছ। ɓেতয্ক ɓিতেযাগীর জɎ ২িট সংখয্া- তার উȍতা (0 ≤ hi ≤ 109)

এবং তার কােছ কয়িট বািলশ আেছ (1 ≤ pi ≤ 109) তা েতামােক েদওয়া আেছ। ɓিতেযাগীেদর িনিদর্ɽ
একিট Ƿেম সাজােনার পর তারা েসই Ƿেম এেক এেক আেস এবং ʈূেপ বািলেশর সংখয্া েদেখ (ɓথেম
০ থাকেব)। যিদ ʈূেপ তার িনেজর উȍতার েচেয় েবিশ সংখয্ক বািলশ থােক তাহেল েস মন খারাপ কের
চেল যায়, নতুবা তার কােছ যতিট বািলশ আেছ েসগুেলা েস ʈূেপ েরেখ েদয়। েতামােক েবর করেত হেব
িকভােব ɓিতেযাগীেদর সাজােল সেবর্াȍ সংখয্ক ɓিতেযাগী বািলশ রাখেত পারেব (মন খারাপ করেব না)।
েতামােক শুধু েসই সেবর্াȍ সংখয্ািট আউটপুট িদেত হেব।

সমাধান. মেন কেরা এমন একিট সাজােনার উপায় আেছ যােত সবাই বািলশ রাখেত পাের (আসেল েতা
না-ই থাকেত পাের, িকʝ আমরা ɓথেম িসɡল িজিনস িনেয় ঘাঁটাঘাঁিট কের েদিখ না িক পাই)। ধেরা,
O হেলা এমন একিট সাজােনার উপায়। আমরা এǳেচȜ আগুর্েমন্ট অয্াɐাই কের েবর করার েচɽা করেবা
এেদর মেধয্ সɡকর্ েকমন হেত পাের। O এর িকছু ɓপািটর্ িলেখ শুরু করা যাক। O েত পাশাপািশ
আেছ এমন ২িট ɓিতেযাগী নাও আর ধেরা P হেলা i এর আেগ আসা ɓিতেযাগীেদর বািলেশর সংখয্ার
েযাগফল, অথর্াৎ, P =

∑i−1
j=1 pi। এখন, O একিট ভয্ািলড অডর্ািরং হেব যিদ এবং েকবল যিদঃ

P ≤ hi এবং (5.3.১)
P + pi ≤ hi+1 (5.3.২)
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হেত হেব। এখন িনেচর দুিটর মেধয্ েযেকােনা একিট হেত পােরঃ

০. i এবং i + 1 এǳেচȜ করা যােব না। অথর্াৎ, i তম এবং i + 1 তম ɓিতেযাগীর অবʉান যিদ
আমরা পিরবতর্ন কের েদই তাহেল O একিট ভয্ািলড িসকুেয়Ɉ থাকেব না। অɎভােব বলেত
েগেল-

hi+1 < P অথবা (5.3.৩)
hi < P + pi+1 (5.3.৪)

হেত হেব। েখয়াল কেরা, (5.3.২) সতয্ হেল (5.3.৩) সতয্ হেত পাের না। সুতরাং, (5.3.৪)-েক
সতয্ হেত হেব। (5.3.১), (5.3.২) এবং (5.3.৪) েথেক িহসাব কের পাই-

pi + hi < pi+1 + hi+1 (5.3.৫)

-একিট কমিɐট অডর্ার! িকʝ এর মােন িক আসেল? (5.3.৫) আমােদর বলেছ, অিɔমাল
িসকুেয়েɈর পাশাপািশ দুিট উপাদান যিদ এǳেচȜ করা না যায় তাহেল তারা (5.3.৫) শতর্ পূরণ
কের। িকʝ আমােদর েতা আেরকিট েকইস বািক রেয় িগেয়েছ! তখন িক হেব?

০. i এবং i+ 1 এǳেচȜ করা যােব। তাহেল,

P ≤ hi+1 এবং (5.3.৬)
P + pi+1 ≤ hi (5.3.৭)

হেত হেব। একটু েখয়াল করেল েদখেব (5.3.৭) =⇒ (5.3.১) এবং (5.3.২) =⇒ (5.3.৬)।
তাই (5.3.১) আর (5.3.৬) আমােদর িচɁা েথেক বাদ িদেয় িদেত পাির। আেরকটা খুবই সুɃর
িজিনস হেলা, (5.3.৫) এবং (5.3.৭) েথেক আমরা বলেত পাির (5.3.২) সতয্ হেব। আবার
আমরা আেগই েদেখিছ (5.3.৭) সতয্ হেল (5.3.১) সতয্ হেব। অথর্াৎ, আমরা যিদ এǳেচȜ
করেত পাির, তাহেল (5.3.৫) অনুযায়ী সাজােলও O একিট ভয্ািলড িসকুেয়Ɉ থাকেব!

েমাটকথা হেলা, যিদ অɁত একিট ভয্ািলড অয্ােরȜেমন্ট থােক তাহেল ɓিতেযাগীেদর (5.3.৫) অনুযায়ী
সটর্ করেল েসিটও একিট ভয্ািলড িসকুেয়Ɉ হেব! এখন তাহেল আমােদর কাজ হেলা ইনপুেট েদওয়া
ɓিতেযাগীেদর (5.3.৫) িদেয় সটর্ করার পর (5.3.১) এবং (5.3.২) শতর্ পালন কের এমন ময্ািǳমাম
েলংেথর সাবিসকুেয়Ɉ েবর করা। এই কাজিট আমরা একিট সাধারণ িডিপ িদেয়ই করেত পাির।

dpi,P এর মান হেলা- ɓথম i িট উপাদান িবেবচনা করেল ময্ািǳমাম ভয্ািলড সাবিসকুেয়েɈর েলংথ
যােত সাবিসকুেয়েɈর pi গুেলার েযাগফল P এর সমান হয়। এটার ȟানিজশন অেনক েসাজা। িকʝ আসল
কথা হেলা, P এর মান েতা অেনক বড় হেত পাের!

িডিপর েʇট এবং ভয্ালু েসায়াপ করা। আমরা আেগই িডিপর েʇট-ভয্ালু েসায়াপ করার িকছু উদাহরণ
েদেখ এেসিছ। এখােনও আমােদর েসিট লাগেব। আমােদর নতুন িডিপ dpi,j এর মান হেলা েকান একিট j

সাইেজর ভয্ািলড সাবিসকুেয়েɈর িমিনমাম
∑

pi এর মান। এটার ȟানিজশনও েসাজা, পাঠেকর অনুশীলনীর
জɎ আর বেল েদওয়া হেȎ না।

উদাহরণ 5.3 (JOI Spring Camp ’19 - Lamps). েতামােক দুিট N সাইেজর বাইনাির অয্াের
A আর B েদওয়া আেছ। তুিম ɓিত ধােপ িনেচর েযেকােনা একিট অপােরশন A অয্ােরর উপর ɓেয়াগ
করেত পারবা-
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০. েসট অপােরশনঃ একিট েরȜ [l, r] েযখােন 1 ≤ l ≤ r ≤ N বাছাই কের A[l . . . r] এর সব
মান 0 কের িদেব।

০. িরেসট অপােরশনঃ একিট েরȜ [l, r] েযখােন 1 ≤ l ≤ r ≤ N বাছাই কের A[l . . . r] এর
সব মান 1 কের িদেব।

০. টগল অপােরশনঃ একিট েরȜ [l, r] েযখােন 1 ≤ l ≤ r ≤ N বাছাই কের A[l . . . r] এর সব
মান পিরবতর্ন কের িদেব (০ থাকেল ১ আর ১ থাকেল ০ করেত হেব)।

েতামােক েবর করেত হেব িমিনমাম কয়িট অপােরশেন তুিম A অয্ােরেক B এর সমান করেত পারেব।

সমাধান. ɓবেলমটা সɡেকর্ িকছু আইিডয়া পাওয়ার জɎ আমরা একিট িমিনমাম অপােরশেনর িসকুেয়Ɉ
েকমন হেত পাের তা িচɁা করেত পাির। ধেরা এমন একটা িসকুেয়Ɉ হেলা o1, o2, . . . , ok (তাহেল
k হেলা আমােদর উȲর, আর, একটা অপােরশনেক আমরা একটা টুপল oi = (li, ri, ⋆i) িদেয় বণর্না
করেবা)। এখন আমরা একটু খিতেয় েদখেবা, একটা অপােরশন আেরকটা অপােরশেনর ওপর িকভােব
ɓভাব েফলেছ। দুেটা অপােরশন oi আর oj নাও (i < j)। এখন েদেখা, যিদ j > i + 1 হয়
তাহেল ঐ দুিট অপােরশেনর মােঝ আরও অেনক অপােরশন এেস আমােদর ঝােমলায় েফেল িদেȎ। তাই
আমরা আপাতত j = i + 1 ধির, অথর্াৎ oi আর oi+1 িনেয় িচɁা করেবা আমরা এখন। আমরা এবার
এই অপােরশন দুেটা েকােনাভােব কɣাইন কের একিট অপােরশন বানােনার েচɽা করেবা যােত আমােদর
অপােরশেনর সংখয্া কেম যায়। িকʝ আমরা েতা একটা িমিনমাম সাইেজর িসকুেয়Ɉ িনেয়িছলাম! ʛাঁ,
আমরা যিদ ঐ ২টা অপােরশন কɣাইন করেত পাির, তাহেল এমন ৈবিশেɽয্র ২িট অপােরশন আমরা েকান
অিɔমাল িসকুেয়েɈ পাশাপািশ পােবা না। এভােব আমরা িকরকম ৈবিশɽয্ একিট অিɔমাল িসকুেয়েɈ
থাকেব আর িকরকম ৈবিশɽয্ থাকেব না তা সɡেকর্ ধারনা েপেত পাির। কেয়কটা েকইস আেছ-

• ⋆i = ⊕, ⋆i+1 = ⊕১। ɓথেমই সবেচেয় সহজটা েদখা যাক। দুিট েরেȜর জɎ সবরকেমর অপশন
এঁেক েদখেত পােরা, েযমন- এমটা েরেȜর িভতর আেরকটা অথবা একটার িভতর আেরকটা সɡূণর্
না েথেক ওভারলয্াপ করেছ ইতয্ািদ। যিদ েরȜ দুিট এেক-অপরেক েছদই না কের তাহেল েতা
আমােদর আর েতমন িকছু করার েনই। িকʝ সবিকছু সািজেয় রাখার জɎ আমরা েযটা করেত
পাির তা হেলা- যিদ li > li+1 হয় তাহেল তােদর েসায়াপ কের িদেত পাির। আমরা এখন েথেক
যখনই পাির, l এর এরকম Non-decreasing অডর্ার িঠক রাখার েচɽা করেবা। আর েরȜগুেলা
যিদ ওভারলয্াপ কের তাহেল িকʝ আমরা উভয় েরȜ েথেক তােদর সাধারণ অংশ বাদ িদেয় িদেত
পাির।

• ⋆i = ⊕, ⋆i+1 = 1। েরȜগুেলা যিদ ওভারলয্াপ না কের তাহেল আেগর মতই েতমন িকছু
করেত হেব না। িকʝ আমােদর সুিবধার জɎ আমরা েসট অপােরশনটােক আেগ িনেয় আসেত পাির
আর টগল অপােরশনটােক পের িনেয় েযেত পাির। েখয়াল কেরা, আমােদর এই ȟাɈফেমর্শেনর
পেরও িকʝ ফাইনাল অয্াের একই থাকেছ। আর টগল অপােরশনটােক পের েনওয়ার কারণ হেলা
েসট বা িরেসট অপােরশেনর চাইেত টগল অপােরশেন আমরা এক িদক িদেয় েবিশ অপশন পাই।
এখন, েরȜগুেলা যিদ ওভারলয্াপ কের তাহেল িক হেব? িচɁা কের েদেখা, আমরা িকʝ ɓথেম oi
এর েরেȜ িরেসট অপােরশন অয্াɐাই কের তারপর [li, ri]∪ [li+1, ri+1] েরেȜ টগল অপােরশন
অয্াɐাই করেত পাির; ফাইনাল অয্াের একই থাকেব।

১⊕ িদেয় টগল, 1 িদেয় েসট এবং 0 িদেয় িরেসট অপােরশন বুঝােনা হেয়েছ
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• ⋆i = ⊕, ⋆i+1 = 0। আেগর েকইেসর মত এখােনও ɓথম অপােরশনিটেক েসট এবং পেরর
অপােরশনিটেক টগল বানােনা যায়।

• বািক েকইস গুলােত আসেল সব েরȜগুেলা আলাদা আলাদা (disjoint) কের েফলা যায়। এরপর
না হয় আেগ েসট অপােরশন এবং পের িরেসট অপােরশন- এইরকম অডর্ার িঠক রাখলাম।

উপেরর েকইসগুেলােত ɓথেম েসট বা িরেসট অপােরশন েরেখ এবং পের টগল অপােরশন েরেখ িবেবচনা
করা হয়িন কারণ আমরা এমিনেতই চািȎ টগল অপােরশনেক পের পাঠােত।

উপেরর ঘাঁটাঘাঁিট েথেক আমরা এই অবজারেভশন পাই- অɁত একিট এমন অিɔমাল সিলউশন আেছ
েযটােত সব েসট অপােরশন আেগ, তারপর সব িরেসট অপােরশন এবং েশেষ সব টগল অপােরশন থাকেব।
যিদও আমােদর কােছ েকােনা িȄিড সিলউশন বা েতমন িকছু জানা িছল না, তারপরও আমরা েসই এǳেচȜ
আগুর্েমন্ট এর ধাপ গুেলা ɓেয়াগ করার েচɽা কেরই এমন গুরুȭপূণর্ অবজারেভশন েপেয় েগলাম! এখন
আমােদর বািক এই অবজারেভশেনর সােথ ইন্টারভাল িডিপ এবং িবটমাʅ িডিপর সমɉয় কের একটা িডিপ
সিলউশন দাঁড় করােনা। এখােন একিট েখয়াল করার িবষয় হেলা, আমরা এই অবজারেভশন েবর করেত
িদেয় আরও িকছু অɓেয়াজনীয় কাজ কেরিছ, েযমন- ɓথম েকইেস l Ⱥারা অডর্ািরং করা। আসেল আমরা
অেনকসময়ই এরকম কের থািক (েযমন আমােদর একিট অয্াের েদওয়া থাকেল আর অয্ােরর উপাদানগুেলা
যিদ েযেকােনা Ƿেম িনেয় কাজ করা যায় তাহেল আমরা ধের েনই অয্ােরটা সেটর্ড আেছ) কারণ সবিকছু
সাজােনা গুছােনা থাকেল িচɁা করেত সুিবধা হয়। এটা একটা সাধারণ ɓবেলম সিল্ভং ʓয্ােটিজ।

এখন আমরা িডিপ েʇেট রাখেত পাির- i আর U। অথর্াৎ, যিদ আমরা ধের েনই [i + 1, N ]

এর মেধয্ U েসেটর সব অপােরশন আেগ েথেকই একিট কের ওেপন করা আেছ, তাহেল dpi,U হেলা
A[1 . . . i] অয্ােরেক B[1 . . . i] অয্ােরেত রূপাɁর করেত িমিনমাম কয়িট অপােরশেনর ইন্টারভাল ওেপন
অথবা েǵাজ করেত হেব (আমরা ওেপন ও েǵাজ করার সময় আলাদা ভােব +১ করেবা এবং েশেষ
িডিপ ভয্ালুেক ২ িদেয় ভাগ করেলই আমােদর আসল অয্াɈার েপেয় যােবা)। েকান েকান অপােরশেনর
ইন্টারভাল ওেপন আেছ তা রাখার জɎ আমরা একটা িবটমাʅ রাখেবা। িবটমােʅর ith িবট অন থাকা
মােন ith অপােরশেনর একিট ইন্টারভাল ওেপন আেছ (েযখােন i ∈ [0, 2] এবং ɓথম অপােরশন েসট,
িȺতীয় অপােরশন িরেসট, তৃতীয় অপােরশন টগল)। আমােদর সুিবধার জɎ আমরা একটা ফাংশন f(b, S)

িডফাইন করেত পাির েযটা একটা িবট b আর একটা অপােরশেনর েসট S ইনপুট িনেব এবং িরটানর্ করেব
b িবটিটর ওপর S এর অপােরশন গুেলা পযর্ায়Ƿেম অয্াɐাই করেল েশেষ b এর মান কত হেব। dpi,U

কয্াɬুেলট করার সময় আমরা িঠক করেবা i এর উপর িদেয় েকান েকান অপােরশেনর ইন্টারভাল যােব
(ধের িনলাম েসই অপােরশেনর েসটিট হেলা V )। V েসটিট িফǳ করার পর (এমন 23িট েসট আেছ)
আমরা Ai এর ওপর V এর অপােরশনগুেলা অয্াɐাই কের যিদ েদিখ তা Bi এর সমান হেয়েছ, তাহেল
েসিট একিট ভয্ািলড ȟানিজশন হেব। েসই ȟানিজশেনর কʇ হেব |U ⊕ V |২ কারণ েযসব অপােরশন U

েত আেছ িকʝ V েত েনই েসগুেলা i+1তম ইনেডেǳ েǵাজ করিছ আর েযসব অপােরশন V েত আেছ
িকʝ U েত েনই েসগুেলা iতম ইনেডেǳ ওেপন করিছ। সুতরাং, i− 1 সাইেজর িɓিফেǳর জɎ ওেপন
অপােরশেনর েসটিট হেব V । তাহেল i ≥ 1 এর জɎ আমােদর িডিপ িরকােরɈ হেব অেনকটা এরকমঃ

dpi,U = min
V⊆{0,1,⊕}, f(Ai,V )=Bi

{
dpi−1,V + |U ⊕ V |

}
আর েবস েকইস i = 0 এর জɎ হেব- dp0,U = |U |। ফাইনাল আɈার হেব- dpN,∅।

২⊕ অপােরটরিট হেলা দুিট েসট এর Symmetric Difference, অথর্াৎ, এমন আেরকিট েসট েযখােন শুধু U অথবা V
েত আেছ িকʝ তােদর ইন্টারেসকশেন েনই এমন উপাদানগুেলা আেছ। িবটমােʅর ভাষায় বলেল Exclusive Or বা XOR
বলেত পােরা। আর |S| এর মােন হেলা S েসট এর সাইজ।
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িডিপ েʇট আেছ NK টা এবং একটা েʇট েথেক ȟানিজশন করা যায় K ভােব, েযখােন K হেলা
U অথবা V এর জɎ ভয্ািলড েসেটর সংখয্া। সুতরাং, ওভারঅল কমেɐিǳিট হেব O(NK2)। েযেহতু
U, V ⊆ {0, 1,⊕}, তাই K = 23। িকʝ একটু িচɁা করেলই েদখা যােব েসট আর িরেসট অপােরশন
একসােথ থাকার েকান মােনই হয় না। এমন সাবেসটগুেলা বাদ িদেল K = 6 হয়।

উদাহরণ 5.4 (Codeforces Gym 100971I - Deadline). েতামােক একিট িডেরেǱড Ȅাফ েদওয়া
হেয়েছ (N,M ≤ 2 × 105)। ɓিতিট েনাড িদেয় একিট কাজ আর িডেরেǱড এজ িদেয় েকান কােজর
আেগ েকান কাজগুেলা েশষ করেত হেব তা বুঝােনা হেয়েছ (u→ v এজ থাকা মােন হেলা u এর আেগ
v কাজিট েশষ করেত হেব)। ɓিতিট কােজর জɎ দুিট ভয্ালু িদেয় িদেব েতামােক- কাজিট করেত কতǸণ
লাগেব (ci) আর কাজিট কত সমেয়র িভতের েশষ করেত হেব (di)। সব কাজ গুেলা েশষ করার একটা
উপায় েবর করেত হেব েতামােক, অথবা বলেব হেব েকানভােবই সবগুেলা কাজ েশষ করা যােব না।

সমাধান. িডেপেন্ডিɈ িবেবচনায় না এেন শুধু c এবং d অয্ােরগুেলার ওপর এǳেচȜ আগুর্েমন্ট অয্াɐাই
কের আমরা পাই, কাজগুেলা di িদেয় সটর্ করা থাকেত হেব। তাহেল, আমােদর ʓয্ােটিজটা হেব অেনকটা
এরকম- ɓিত ধােপ আমরা েযই েনাডগুেলা ɓেসস করা হয়িন তােদর মেধয্ সবেচেয় েছাট di এর েনাডটা
িনেবা (ধেরা, u) এবং এই েনাডটােক আমরা যত শুরুর িদেক সɤব বসােনার েচɽা করেবা। কত শুরুেত
বসােত পাির আমরা এেক? আমােদরেক অবɸই u এর িডেপেন্ডিɈগুেলা সল্ভ করেতই হেব। তাই,
েযসব েনাড এখেনা ɓেসস করা হয়িন তােদর মেধয্ েযসব েনােড u েথেক েপৗঁছােনা যায় তােদর েসট
S (u িনেজও থাকেব িকʝ) িনেবা আমরা। ধির, H হেলা S Ⱥারা ইিন্ডউসড সাবȄাফ (Induced
Subgraph৩)। এবার H এর এজ গুেলা িরভাসর্ কের দাও এবং তারপর BFS এর মাধয্েম H এর
টেপালিজকয্াল সটর্ েবর করেত হেব। িকʝ BFS-এ FIFO (First In First Out) িকউ বয্বহার না
কের আমােদর িমিনমাম ɓােয়ািরিট িকউ বয্বহার করেত হেব। এই টেপালিজকয্াল অডর্ার আমােদর ফাইনাল
িসকুেয়েɈর েশেষ অয্াড কের িদেবা। ধাপগুেলা চলাকালীন েকান সাইেকল পাওয়া েগেল বা আমরা েশেষ
েয িসকুেয়Ɉ পােবা তা অনুযায়ী যিদ কাজগুেলা কের েকানিটর েডডলাইন পার হেয় যায় তাহেল কাজগুেলা
েশষ করার েকান উপায় েনই।

এিট যিদও একিট িডিপ সমʒা না, তবুও এই আইিডয়াটা িডিপেত কােজ েলেগ েযেত পাের। কারণ
অেনক সময় আমােদর জানা থােক না েকান অডর্াের িডিপ ভয্ালুগুেলা কয্ালকুেলট করেত হেব, েযমন
আমরা হয়ত িডেরেǱড অয্াসাইিǵক Ȅাফ েথেক েনাডগুেলার একিট Partial Order েপেত পাির িকʝ
েযই েপয়ারগুেলার মেধয্ েকান অডর্ার েনই েসগুেলা েকান অডর্াের ɓেসস করেত হেত পাের েসটাও ɓবেলেমর
একটা অংশ হেত পাের। েসজɎ আমােদর কােছ এই উদাহরণিট এখােন েদখােনা ভােলা আইিডয়া মেন
হেয়েছ।

উদাহরণ 5.5 (Pieces of Parentheses). N িট ɜয্ােকট িসকুেয়Ɉ েদওয়া আেছ (Balanced৪ নাও
হেত পাের)। তুিম ɓথেম েসগুেলা একিট Ƿেম সাজাবা, তারপর েসই Ƿেম তােদর েজাড়া লােগেত হেব
এবং েজাড়া লাগােনা েসই িʓং েথেক িকছু কয্ােরǱার বাদ িদেত হেব। কাজ গুেলা তুিম এমনভােব করবা
েযন েতামােক িমিনমাম সংখয্ক কয্ােরǱার বাদ িদেত হয় িকʝ ফাইনাল িʓংটা একটা ভয্ািলড ɜয্ােকট
িসকুেয়Ɉ থােক।

৩একিট ভােটর্ǳ েসট S এর Induced Subgraph হেলা এমন একিট Ȅাফ, েযখােন S এর সব েনাড থাকেব এবং মূল
Ȅােফর েযসব এজ শুধু S েথেক S এই িগেয়েছ শুধু েসগুেলা থাকেব।

৪Balanced Bracket Sequence হেলা েযই ɜয্ােকট িসকুেয়Ɉ েযটার মাঝখােন মাঝখােন িকছু সংখয্া আর গািণিতক
অপােরটর বসােল একিট শুȻ গািণিতক রািশ পাওয়া যায়
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সমাধান. আেগ একিট িʓং এর জɎ অয্াɈার িক হেব িচɁা কির। আমরা সাধারণ ɜয্ােকট ময্ািচং
অয্ালগিরদমেক এভােব মিডফাই করেত পাির-

১ম ধাপ বাম েথেক ডােন িʓংটা ইটােরট করেত থাকেবা, যিদ Opening ɜয্ােকট পাই, তাহেল
েসই কয্ােরǱারটা ʇয্ােক পুশ কের িদেবা। আর, Closing ɜয্ােকট েপেল েদখেবা ʇয্ােক
েকান কয্ােরǱার আেছ িকনা, যিদ থােক তাহেল ʇয্াক েথেক েসই টপ কয্ােরǱারটা পপ
কের িনেবা। িকʝ যিদ ʇয্াক খািল থাকা অবʉায় আমরা একিট Closing ɜয্ােকট পাই
তাহেল েসই কয্ােরǱারিট িডিলট করেতই হেব, নাহেল আমরা িʓংটােক কখনই বয্ােলেɈড
ɜয্ােকট িসকুেয়Ɉ বানােত পারেবা না।

২য় ধাপ ɓথম ধাপিট েশষ হেল ʇয্ােক েযই কয্ােরǱারগুেলা বািক থাকেব তােদর বাদ িদেবা।

এই দুিট ধােপ েকান েকান কয্ােরǱার িডিলট করিছ আমরা, তা যিদ ɜয্ােকট িসকুেয়েɈর িɓিফǳ সাম
Ȅােফ৫ েদেখা তাহেল বুঝেত পারেব আমােদর বরাবর pn−2min{pi} িট কয্ােরǱার িডিলট করেত হেȎ।
েখয়াল কেরা, িকছু িʓং িরঅয্ােরȜ কের েজাড়া লাগােনার পর েসই বড় িʓং এর pn আর min{pi} এর

িচȳ 5.1: ))((())()())))(()(() এর জɎ Ȅাফ। ɓথম ধােপ লাল কয্ােরǱারগুেলা িডিলট হেব।
এর পর আমরা লাল অংশগুেলা বাদ িদেয় বািক অংশগুেলােত একটার পর আেরকটা েজাড়া িদেল েডারাকাটা
Ȅাফিট পােবা। েসই Ȅােফর নীল কয্ােরǱারগুেলা িডিলট করা হেব িȺতীয় ধােপ। েমাট লাল আর নীল ছায়া
করা অংশ দুিট িডিলট হেব, যা হেলা pn − 2min{pi}।

মান আমরা িকʝ শুধু েছাট িʓং গুেলার pn এবং min{pi} এর মান েদেখই বেল িদেত পাির। আবার
েছাট িʓং গুেলা েযভােবই সাজাও না েকেনা বড় িʓং এর pn এর মান িকʝ একই থাকেব (সবগুেলা pn
এর েযাগফল)। তাহেল আমােদর উȲর শুধু বড় িʓং এর min{pi} এর মােনর উপর িনভর্র করেছ আর
আমােদর উেȶɸ হেলা এর মান যতটা সɤব বড় করা।

৫ধেরা, xi এর মান −1 হেব যিদ ɜয্ােকট িসকুেয়েɈর i-তম কয্ােরǱারিট Closing ɜয্ােকট হয়, আর নাহেল 1। এখন
p0 = 0 এবং pi = pi−1 + xi এর জɎ যিদ আমরা (i, pi) পেয়ন্ট গুেলা Ȅােফ ɐট কির তাহেল তােক েসই ɜয্ােকট
িসকুেয়েɈর িɓিফǳ সাম Ȅাফ বলিছ আমরা।
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আেগর মতই আমরা েযেকােনা একিট অিɔমাল সিলউশন O িনেয় ঘাঁটাঘাঁিট করেবা। O এর i-তম
েছাট িʓংটার pn েক আমরা si আর min{pi}৬ েক mi িদেয় সূিচত করেবা। ধেরা সব অিɔমাল
সিলউশেনর min{pi} এর মান M আর েযসব সিলউশেনর min{pi} ≥ M তােদর আমরা ভয্ািলড
সিলউশন বলেবা। তাহেল O যিদ একিট অিɔমাল সিলউশন হয় তাহেল সব i এর জɎ িনেচর শতর্িট
পূরণ হেবঃ

S +mi ≥M এবং (5.3.৮)
S + si +mi+1 ≥M (5.3.৯)

, েযখােন S =
∑i−1

j=1 sj। এখন, আমরা যিদ i আর i+ 1 েসায়াপ করেত না পাির তাহেল-

S +mi+1 < M অথবা (5.3.১০)
S + si+1 +mi < M (5.3.১১)

আেগর ɓবেলেমর মেতা এখােন (5.3.৯) েথেক িকʝ আমরা বলেত পাির না (5.3.১০) িমথয্া, কারণ
si ধনাȮক, ঋণাȮক বা শুɎ েযেকােনািটই হেত পাের। তাহেল িক করা যায়? দুিট েকইস আলাদাভােব
িচɁা করেত পাির আমরা- si ধনাȮক হেল অবɸই েসটােক একিট ঋণাȮক বা শুɎ si+1 এর আেগ
রাখা উিচত, কারণ আেগ রাখেল আমােদর েকােনা লস হেȎ না বরং পেরর েকােনা িʓং-এ এই লাভটা
কােজ েলেগ েযেত পাের। এটােক আেরǱু গুিছেয় বলেল হয়- যিদ একিট অিɔমাল সিলউশেনর si ≤ 0

এবং si+1 > 0 হয় তাহেল আমরা এই দুিট উপাদান এǳেচȜ করেল েয সিলউশন পােবা েসিটও একিট
ভয্ািলড সিলউশন হেব৭। এবার ɓɵ হেলা si আর si+1 দুেটাই ধনাȮক হেল িক হেব? িচɁা কের েদেখা,
যিদ অিɔমাল সিলউশেন mi < mi+1 হয় তাহেল এখােনও এেদর েসায়াপ করেল সিলউশনিট ভয্ািলড
থাকেব। িকʝ আমরা এখােন েকােনা কারণ ছাড়া এǳেচȜ করিছ েকন মেন হেত পাের। আেগর এǳেচȜ
এর উেȶɸ িছল সিলউশন ভয্ািলড েরেখ আমােদর িকছু ɓিফট আদায় করা, েযগুেলা আমরা পের খরচ
করেত পারেবা। এখােনও একই। আমরা যিদ mi > mi+1 অডর্াের রািখ তাহেল পের বৃহȲর লস (m
ভয্ালু গুেলােক লস মেন কেরা) এর জɎ আমরা আেগ েথেক বাঁিচেয় রাখা িকছু ɓিফট (si) বয্বহার
করেত পারেবা।
এবার আসা যাক si আর si+1 উভয়ই ঋণাȮক বা শুɎ হেল িক হেব। েখয়াল কেরা, এখন িকʝ আমরা
(5.3.৯) েথেক বলেত পাির (5.3.১০) িমথয্া! এখন 5.2 ɓবেলম এর মেতা কের আমরা এরকম একটা
অসমতা পােবাঃ

si −mi > si+1 −mi+1 (5.3.১২)

তাহেল েশষ পযর্Ɂ এই দাঁড়ােলা- ɓথেম সব ধনাȮক si েক আেগ রাখেত হেব আর বািক গুেলা পের।
তারপর ধনাȮক si গুেলার মেধয্ আমরা i < j এর জɎ mi > mj অডর্াের সাজােবা আর ধনাȮক
বা শুɎ si গুেলার েǸেȳ আমরা i < j এর জɎ si − mi > sj − mj অনুযায়ী সাজােবা। এই
Comparator টা িকʝ একটা Complete Order৮!
এখন িকʝ আেরকিট কাজ বািক রেয় িগেয়েছ! আমরা ধের িনেয়িছলাম আমরা েসায়াপ করেত পারেবা না
অথর্াৎ েসায়াপ করেল সিলউশনটা ইনভয্ািলড হেয় যােব। িকʝ েসায়াপ করেল পারেল (5.3.১২) অনুযায়ী
সাজােলও েয েসিট একিট ভয্ািলড সিলউশন থাকেব তা ɓমাণ করেত হেব। এটা 5.2 ɓবেলমিটর মেতা
কের ɓভ করার েচɽা কেরা।

৬এখােন i-তম িʓং এর জɎ খািল pi িবেবচনা করিছ- এরকম না। আসেল সব জায়গায় min{pi} িদেয় ঐ িʓং এর
িɓিফǳ সাম গুেলার িমিনমাম ভয্ালু বুঝােনা হেȎ।

৭ɓমাণ কের েদেখা।
৮েভিরফাই কের েদেখা।
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5.4 অনুশীলনী

অনুশীলনী 5.2 (Codeforces 1354F - Summoning Minions). েতামার কােছ n (1 ≤ n ≤
75)-টা িমিনয়ন আেছ এবং তুিম তােদর হািজর করেত পােরা। i-তম িমিনয়েনর ɓথিমক পাওয়ার েলেভল
হেলা ai (1 ≤ ai ≤ 105), এবং যখন তুিম এই িমিনয়নিটেন হািজর করেব, তখন আেগর িমিনয়ন
সবগুেলার পাওয়ার bi (0 ≤ bi ≤ 105) কের েবেড় যােব। িমিনয়নগুেলােক তুিম েযেকােনা Ƿেম হািজর
করেত পারবা। িকʝ একটা শতর্ আেছ, তুিম েযেকােনা সময় k (1 ≤ k ≤ n) টার েবিশ িমিনয়ন হািজর
কের রাখেত পারেব না। তুিম েযেকােনা সময় হািজর করা িমিনয়নেক ȿংস কের িদেত পারবা – অɎভােব
বলেত েগেল, ɓিতটা িমিনয়নেক তুিম সেবর্াȍ একবার হািজর (বা ȿংস) করেত পারবা। েতামার লǸয্
হেলা সবচাইেত শিǶশালী িমিনয়েনর আিমর্ হািজর করা, অথর্াৎ, েশষ পযর্Ɂ থাকা (েযগুেলা হািজর কেরছ,
িকʝ ȿংস কেরািন) িমিনয়নগুেলার পাওয়ার েলেভেলর েযাগফল ময্ািǳমাইজ করা। ɓিতটা ইনপুট ফাইেল
T ≤ 75 টা েটʇ েকইস থাকেত পাের।

অনুশীলনী 5.3 (Codeforces 1107F - Vasya and Endless Credits). তুিম একটা গািড় িকেɁ
চাও, িকʝ েতামার কােছ বতর্মােক ০ টাকা আেছ। েসজɎ বয্াংক েতামােক n-টা অফার িদেয়েছ। i-তম
অফারিট তুিম েযই মােস িনেব, েসই মােসর শুরুেত েতামােক বয্াংক ai টাকা িদেব। আবার, েযই মাস
েথেক শুরু কেরছ, েসই মাস েথেক িঠক টানা ki মাস ধের ɓিত মােসর েশষ িদেন েতামার বয্াংকেক bi
টাকা িদেত হেব (েযই মােস িকেনছ, েসই মােসর েশেষও bi িদেত হেব)। অফারগুেলা তুিম েযেকােনা
অডর্াের, েযেকােনা মােস িকনেত পােরা, িকʝ েকােনা এক মােস তুিম একটার েবিশ অডর্ার িকেɁ পারবা
না। তেব, একসােথ একািধক অফার চালু থাকেত পারেব, যার মােন হেলা ɓিত মােসর েশেষ, েযই
েযই অফারগুেলা চালু আেছ, েসগুেলার bi এর েযাগফেলর সমান টাকা মােসর েশেষ বয্াংকেক িদেত
হেব। এখন, তুিম েকান এক মােসর মাঝখােন গািড়টা িকেɁ চাও, আর েসই সময় েতামার কােছ যত
টাকা আেছ সব িনেয় গািড় িকেন পািলেয় যাবা – এটা েতামার ɐয্ান (তারপর আর বয্াংকেক পাওনা
টাকা েফরত িদেত হেব না)। েতামােক েবর করেত হেব সেবর্াȍ কত দােমর গািড় তুিম িকনেত পারবা।
1 ≤ n ≤ 500, 1 ≤ ai, bi, ki ≤ 109।
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অধয্ায় 6

পিলনিময়াল ইন্টারেপােলশন

6.1 পিলনিময়াল িনেয় িকছু কথা

েতামরা বহুপদী বা পিলনিময়াল িনেয় আেগ হয়ত কাজ কেরছ। সবেচেয় বহুল ɓচিলত উদাহরণ হেȎ
িȺঘাতী সমীকরণগুেলা। েযমন ধর

2x2 + 5x− 15

এিট একিট িȺঘাতী পিলনিময়াল (second degree)। আবার িনেচর পিলনিময়ালিট একিট িȳঘাতী পিল-
নিময়াল (third degree)

x3 − 5x2 + 2x+ 3

সাধারণভােব বলেত েগেল

P (x) =
n∑

i=0

aix
i = anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0

একিট n ঘাতী পিলনিময়াল (n th degree)। পাঠয্বইেয়র ভাষায় বলেত েগেল একিট n ঘাতী পিলনিময়াল
হল এমন একিট এক চলক িবিশɽ ফাংশন যার ঘাতগুেলা অঋণাȮক পুণর্সংখয্া এবং সেবর্াȍ ঘাত n।

পিলনিময়াল কী তা হয়ত সবাই বুঝেত েপেরছ। িকʝ পিলনিময়াল ইন্টারেপােলশন বলেত আসেল িক
বুঝােȎ। আমরা জািন পিলনিময়ালগুেলা িবেশষ ধরেনর ফাংশন। ধর আমােদর একটা অজানা পিলনিময়াল
P (x) েবর করেত হেব। শুধু জানা আেছ P (x) একিট n িডিȄ পিলনিময়াল, এবং েদওয়া আেছ

P (x0) = y0

P (x1) = y1

P (x2) = y2
...
P (xn) = yn

অথর্াৎ n+ 1 টা P (x) = y আকােরর শতর্ েদওয়া আেছ। শুধু এটুকু জানেলই কী P (x) েক েবর কের
েফলা সɤব? উȲর হেȎ ʛাঁ। সাধারণভােব বলা যায়, যিদ আমরা পিলনিময়ােলর িডিȄ বা ঘাত সɡেকর্

37



জািন (ধর এই িডিȄ n), এবং n+ 1 িট িভɇ িভɇ x এর জɎ P (x) এর মান জািন, তাহেল আমরা
পিলনিময়ালিটেক েবর কের েফলেত পারব (শুধু তাই নয়, সব শতর্ েমেন চেল এমন পিলনিময়াল একটাই
পাওয়া যােব)। এই েয n + 1 িট P (x) এর মান েথেক আমরা n িডিȄ পিলনিময়ালিটেক েবর কের
েফললাম এই ɓেসসটােকই বলা হয় পিলনিময়াল ইন্টারেপােলশন।

পরবতর্ী েসকশেন যাওয়ার আেগ পিলনিময়ােলর িডিȄর বয্াপাের িকছু কথা বেল েনওয়া দরকার। যিদও
এগুেলা সবারই জানার কথা, তবুও পরবতর্ীেত এটা অেনক জায়গায় কােজ লাগেব বেল আবার বলিছ

০. একিট n িডিȄ পিলনিময়ােলর সােথ আেরকটা m িডিȄ পিলনিময়াল েযাগ করেল েযাগফেলর িডিȄ
হেব max (n,m)।

০. একিট n িডিȄ পিলনিময়ােলর সােথ আেরকটা m িডিȄ পিলনিময়াল িবেয়াগ করেল িবেয়াগফেলর
সেবর্াȍ িডিȄ হেব max (n,m)। তেব এর েচেয় কমও হেত পাের।

০. একিট n িডিȄ পিলনিময়ােলর সােথ আেরকটা m িডিȄ পিলনিময়াল গুন করেল গুনফেলর িডিȄ
হেব n+m।

6.2 কীভােব পিলনিময়াল ইন্টারেপােলশন কাজ কের

কীভােব পিলনিময়ালটােক েবর করেত পারব েসটা বুঝার জɎ শুরুেতই একটা সহজ উদাহরণ েদখা যাক।

উদাহরণ 6.1. এমন িȺঘাতী পিলনিময়াল েবর কর েযন

P (1) = −3
P (4) = 0

P (5) = 0

সমাধান. েতামরা এটা িনɳয় জােনা যিদ েকান বহুপদী বা পিলনিময়াল f(x) এর জɎ f(a) = 0 হয়
তাহেল (x − a) পিলনিময়ালিটর একিট উৎপাদক। আমরা এ িজিনশিটই এখােন বয্বহার করব। ɓɵ
অনুযায়ী

P (4) = 0

P (5) = 0

তার মােন (x− 4) এবং (x− 5) উভেয়ই P (x) এর উৎপাদক। তাই আমরা P (x) েক এভােব
িলখেত পাির

P (x) = (x− 4)(x− 5)Q

এখােন Q িকʝ একিট ʳবক হেব। কারণ হল (x− 4) এবং (x− 5) এর গুণফল িনেজই একিট
িȺঘাতী পিলনিময়াল। তাই Q এর ঘাত শূɎ হেত হেব (উভয় পােশ িডিȄ বা ঘাত সমান রাখার জɎ),
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অথর্াৎ Q েক একিট ʳবকই হেত হেব। উপেরর সমীকরেণ আমরা x = 1 বসােলই িকʝ Q এর মান
েবর কের েফলেত পারব

P (1) = (1− 4)(1− 5)Q = −3

⇒ Q =
−3
12

সুতরাং P (x) এর মান হেȎ

P (x) =
−3
12

(x− 4)(x− 5)

এখন এেক িবʈার (expand) কের িদেলই P (x) এর সব সহগগুেলা েবর কের েফলেত পারব।

এবার আেরকটু কিঠন উদাহরণ েদখা যাক

উদাহরণ 6.2. এমন িȺঘাতী পিলনিময়াল েবর কর েযন

P (1) = −1
P (2) = −5
P (3) = 3

সমাধান. আেগর উদাহরণিট আমােদর জɎ সহজ হেয় িগেয়িছল েকন বল েতা? কারণ িছল একিট বােদ
বািক P (x) গুেলার মান 0 িছল। তাই আমরা P (x) এর সব উৎপাদক েবর কের েফলেত েপেরিছলাম।
িকʝ এখােন েকান P (x) = 0 েনই। তাহেল কী করা যায়?

আমরা িকছুটা আেগর উদাহরেণর মতই েচɽা করব। ধের নাও, শুধু P (x) = −1 বািক P (x)

গুেলার মান 0 (অথর্াৎ P (2) = P (3) = 0)। তাহেল আমরা আেগর উদাহরেণর মত একিট পিলনিময়াম
েবর করেত পারব। এই পিলনিময়ােলর নাম িদলাম P1।

একইভােব এবার ধর শুধু P (2) = −5, বািক P (x) গুেলার মান 0 (অথর্াৎ P (1) = P (3) = 0)।
এবারও আেরকিট পিলনিময়াল P2 েবর হেব।

েশষেমষ তৃতীয় পিলনিময়াল P3 েবর করার জɎ P (3) = 3 এবং P (1) = P (2) = 0 ধের িনেয়
সমধান করেত হেব। এভােব আমরা িতনিট পিলনিময়াল P1, P2, P3 েপলাম।

আমােদর কাজ িকʝ ɓায় েশষ। এখন পিলনিময়াল িতনিটেক েযাগ কের িদেলই কািȌত পিলনিময়ালিট
েপেয় যাব। অথর্াৎ

P = P1 + P2 + P3

এর কারণও খুব সহজ।

P (1) = P1(1) + P2(1) + P3(1) = (−1) + 0 + 0 = −1
P (2) = P1(2) + P2(2) + P3(2) = 0 + (−5) + 0 = −5
P (3) = P1(3) + P2(3) + P3(3) = 0 + 0 + (+3) = 3

P1, P2, P3 সবগুেলাই 2 িডিȄ পিলনিময়াল হওয়ায় P ও 2 িডিȄ পিলনিময়াল হেব। অথর্াৎ েযেহতু
P সব শতর্ িসȻ কের কের, তাই এিটই িনেণর্য় উȲর।

এখােন আমরা িȺঘাতী পিলনিময়ােলর জɎ ইন্টারেপােলশন কেরিছ। িকʝ একই িনয়েম উপেরর ঘােতর
পিলনিময়ালগুেলার জɎও ইন্টারেপােলশন করা যােব।
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6.3 লয্াȄাȜ ইন্টারেপােলশন

আমরা িকʝ লয্াȄাȜ ইন্টারপেলশন ইেতামেধয্ িশেখ েফেলিছ। আেগর উদাহরণগুেলায় আমরা েযভােব
পিলনিময়ালটা েবর কেরিছ েসটার ɓচিলত নাম হেȎ লয্াȄাȜ ইন্টারেপােলশন। n িডিȄ পিলনিময়ােলর
জɎ আমােদর ইন্টারেপােলশন করেত হেব এভােব: যিদ

P (x0) = y0

P (x1) = y1

P (x2) = y2
...
P (xn) = yn

হয়, তাহেল n িডিȄ পিলনিময়াল P (x) েবর করার জɎ

→ ɓথেম ɓেতয্ক i এর জɎ P (xi) = yi এবং P (xj) = 0 (েযখােন i 6= j) ধের িনেয় একিট
পিলনিময়াল েবর করেত হেব। অথর্াৎ আমরা এভােব n+1 িট n িডিȄ পিলনিময়াল পাব। আেগর
উদাহরণিটর মত যিদ সমাধান কর তাইেল েদখেব i তম পিলনিময়াল Pi হেব

Pi(x) = yi ×
n∏

j=0
i ̸=j

x− xj

xi − xj

→ এরপর ɓেতয্ক পিলনিময়ালেক িবʈার কের দাও (এ কাজিট ফাʇ ফুিরয়ার ȟাɈফমর্ িদেয় করা
যায়; তেব আমােদর বইেয়র আেলাচনার জɎ এিট দরকার েনই, O(n2) কেɡিǳিটেত িবʈার
করাই যেথɽ)।

→ েশষ ধােপ আমােদর n + 1 িট পিলনিময়াল েযাগ কের িদেত হেব। েযাগফলই হেব আমােদর
কািȌত পিলনিময়াল। অথর্াৎ

P (x) =
n∑

i=0

Pi(x)

এটাই লয্াȄাȜ ইন্টারপেলশেনর অয্ালগিরদম।

6.4 ডাইনািমক েɓাȄািমং-এর সােথ সɡকর্

আপাতদৃিɽেত পিলনিময়াল ইন্টারেপােলশেনর সােথ ডাইনািমক েɓাȄািমং এর েতমন েকান সɡকর্ বুঝা
যােȎ না। সতয্ কথা বলেত িকছু উদাহরণ না েদখােল এ সɡকর্ পুেরাপুির বুঝেত পারেব না। তেব মুল
আইিডয়াটা হল এমন:

ধর েতামার িডিপর েকান এক েʇট িবশাল বড় হেয় েগেছ (109 ধরেত পার)। এমন িকছু ɓেɝেম
িডিপটােক ওই েʇটিটর একিট পিলনিময়াল িহেসেব িচɁা করা যায়। অথর্াৎ িডিপ েথেক তুিম েসই েʇটিট
পুেরাপুির সিরেয় েফলেত পার। উদাহরণ িহেসেব ধর আমােদর একিট ডাইনািমক েɓাȄািমং এর জɎ fi,j
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েবর করেত হেব। এখােন j এর মান িবশাল বড় হেত পাের। তুিম েকােনাভােবই fi,j এর সব j এর
জɎ মান েবর করেত পারেব না। তাহেল কী করা যায়? এেǸেȳ সমাধান হল fi,j েক j এর একিট
পিলনিময়াল ধরেত পার। অথর্াৎ

fi(j) =
n∑

k=0

akj
k

যিদ এমন একটা পিলনিময়াল সিতয্ই েথেক থােক, তাহেল িকʝ আমােদর সব j এর জɎ fi,j এর
মান েবর করেত হেȎ না। শুধু a0, a1, a2, . . . , an এর মান গুেলা জানা থাকেলই আমরা েযেকােনা j
এর জɎ সহেজই fi,j এর মান েবর করেত পারব।

এখন কথা হেȎ সব িরকােরেɈর জɎই এমন একিট পিলনিময়াল পাওয়া সɤব? অবɸই না। অেনক
েǸেȳই এমন পাওয়া সɤব, আবার অেনক সময় পাওয়া সɤব না। কখন এটা খাটেব েসটা েতামােকই
ɓমাণ কের িনেত হেব। আসল কেন্টেʇর সময় অেনক েǸেȳ অনুমান করাও যেথɽ (অিভȗ েɓাȄামাররা
িকছু েǸেȳ তাই কের)। তেব এটা বুঝার একিট উপায় হল যিদ েতামার একিট েʇট েবশ বড় হয় এবং
িরকােরেɈর মেধয্ সব বীজগািণিতক অপােরটর বয্বহার করা হয় (েযমন েযাগ, িবেয়াগ, গুন; max, min,
xor এসব িকʝ বীজগািণিতক অপােরটর নয়) তাহেল অেনক েǸেȳই পিলনিময়াল ইন্টারেপােলশন খােট।

6.4.1 িকছু উদাহরণ

এবার িকছু উদাহরণ েদখা যাক।

ɓবেলম 6.1. (Luogu P4463) েতামার কােছ দুিট সংখয্া n এবং k েদওয়া আেছ (1 ≤ n ≤
500, 1 ≤ k ≤ 109)। েকান একটা n ৈদেঘর্য্র িসকুেয়Ɉ a েক ভােলা বলা হেব যিদ a এর সংখয্াগুেলা
1 েথেক k এর মেধয্ থােক এবং সবগুেলা সংখয্া িভɇ িভɇ হয়। a এর সংখয্াগুেলার গুণফলেক বলা
হয় a িসকুেয়Ɉিটর ভয্ালু। েতামােক যতগুেলা সɤাবয্ ভােলা িসকুেয়Ɉ আেছ সবগুেলার ভয্ালুর েযাগফল
বলেত হেব।

সমাধান. k এর িবশাল িলিমট েদেখ ভয় েপেয় েযেয়া না। ɓথেম আমরা িডিপর েʇট আর িরকােরɈটা
েবর কির। েবাঝাই যােȎ েʇেট আমােদর n এবং k দুেটাই রাখা লাগেব। ɓেɝেমর সুিবধােথর্ ধর আমােদর
ভােলা িসকুেয়Ɉটার সংখয্াগুেলা েছাট েথেক বড় Ƿমানুসাের সাজানা থাকেব। এটা ধের সমাধান করার পর
n! িদেয় গুন করেলই উȲর েপেয় যাব। এখান েথেক আমরা িরকােরɈিট েলখেত পাির এভােব

fn,k = fn,k−1 + k × fn−1,k−1

যিদ িসকুেয়Ɉিটর েশষ সংখয্ািট k এর েচেয় েছাট হয় তাহেল ɓিতিট সংখয্া 1 েথেক k − 1 এর মেধয্
থাকেব। এই n িট ৈদেঘর্য্র ভােলা িসকুেয়Ɉগুেলার ভয্ালুর েযাগফল হেব fn,k−1। আবার যিদ েশষ সংখয্ািট
িঠক k এর সমান হয় তাহেল বািক n − 1 িট সংখয্া 1 েথেক k − 1 এর মেধয্ থাকেব। এই n − 1

ৈদেঘর্য্র িসকুেয়Ɉগুলর ভয্ালুর েযাগফল হেব fn−1,k−1। তেব এর সােথ k গুন িদেত হেব, কারণ n তম
সংখয্ােক আমরা k ধেরিছ। তাই n− 1 ৈদেঘর্য্র িসকুেয়Ɉগুেলার ভয্ালুগুেলা k িদেয় গুন হেব। এ পযর্Ɂ
আমরা যা যা েবর করলাম তা েবশ সহজ-ই। আেগর চয্াɔােরগুেলােত আমরা এর েচেয়ও কিঠন িডিপ েবর
কেরিছলাম। িকʝ আমােদর সমʒা এখেনা েমােটই সমাধান হয়িন। এই িডিপ কয্াɬুেলট করেত আমােদর
O(nk) কমেɐিǳিট ɓেয়াজন, েযটা আমােদর সােধয্র বাইের।
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এর সমাধান হল মেন মেন িচɁা কর fi,j আসেল j এর একিট পিলনিময়াল। েযেহতু j এর পিলনিময়াল
তাই fi,j এর পিরবেতর্ আমরা fi(j) েলখব। িকʝ কত িডিȄ পিলনিময়াল েসটা বুঝব িক কের? আেগর
িরকােরɈটােত েফরত যাই। িরকােরɈটা একটু গুিছেয় এভােব েলখা যায়

fi(j)− fi(j − 1) = j × fi−1(j − 1)

fi(j) এর পিলনিময়ােলর িডিȄ g(i) হেল বামপেǸর িডিȄ হেব g(i)−1, কারণ েযেকােনা পিলনিময়াল
P এর জɎ P (x) − P (x − 1) এর িডিȄ হয় degP − 1 (এটা িনেজ ɓমাণ করার েচɽা কর)।
আবার ডান পেǸর িডিȄ হেব g(i− 1) + 1। দুিট সমান হেত হেল g(i)− 1 = g(i− 1) + 1 হেত
হেব। এিট সমাধান করেল েদখেব g(i) = 2i। অথর্াৎ fn(x) পিলমিনয়ােলর িডিȄ 2n।

আমােদর কাজ অেনক সহজ হেয় েগল এখন। আেগ আমােদর fn(1), fn(2), . . . , fn(k) সবগুেলা
মান েবর করেত হিȎল। িকʝ এখন আমােদর জɎ শুধু fn(1), fn(2), . . . , fn(2n+1) এর মানগুেলা
েবর করাই যেথɽ। এরপর এই মান গুেলা িদেয় পিলিময়াল ইন্টারেপােলশন করেলই আমরা fn এর
পিলনিময়াল েপেয় যাব। লǸয্ কর, পিলনিময়ােলর িডিȄ 2n হওয়ােত আমােদর 2n + 1 টা পেয়েন্ট
িডিপর মান েবর করেত হেয়েছ।

আমােদর সমাধােনর মেধয্ িকʝ একটা ঘাপলা েথেক িগেয়েছ। আমরা শুরুেতই ধের িনেয়িছলাম fi,j
আসেল j এর একিট পিলনিময়াল হেব। িকʝ আসেলই েয পিলনিময়াল হেব েসটা ɓমাণ করা হয় িন।
সতয্ কথা বলেত েগেল ɓমােণর অেনকখািন কাজ আমরা ইেতামেধয্ কের েফেলিছ। িডিȄর শতর্গুেলা যখন
েবর করিছলাম তখন এর সােথ গািণিতক আেরাহ জুেড় িদেলই ɓমাণ হেয় েযত। এ কাজিট েতামােদর
জɎ েরেখ িদলাম।

ɓবেলম 6.2. (Codeforces Round 492 Div1 F) n িট েনােডর একিট রুেটড িȟ (rooted
tree) েদওয়া থাকেব, েযখােন ১ নɣর েনাডিট হল রুট। িȟ এর ɓেতয্ক েনােড 1 েথেক D এর মেধয্
একিট সংখয্া বসােত হেব েযন রুট বয্তীত েযেকােনা েনােড বসােনা সংখয্া তার পয্ােরেন্টর সংখয্ার েচেয়
েছাট হয়। কতভােব সংখয্াগুেলা বসােনা যােব। (1 ≤ n ≤ 3000, 1 ≤ D ≤ 109)

সমাধান. এটা অেনকটা আেগর সমʒাটার মতই। এর িডিপটাও আেগর সমʒার িডিপর মত অেনকটা,
তাই পড়া থািমেয় িনেজ েবর করার েচɽা কর আেগ।

আমরা িডিপটােক সংȗািয়ত করব এভােব: fu(j) = েনাড u এর সাবিȟেত 1 েথেক j এর মেধয্
সংখয্াগুেলা কতভােব বসােনা যায় েযন ɓেতয্ক েকান চাইেɮ পয্ােরেন্টর েচেয় বড় সংখয্া না থােক। তাহেল
িরকােরɈ হেব

fu(j) = fu(j − 1) +
∏

v∈child(u)

fv(j − 1)

এর বয্াখয্াও ɓায় আেগর সমʒার মতই। u েনােড যিদ j না বসাই তাহেল সাবিȟর ɓেতয্ক েনােড
1 েথেক j − 1 এর মেধয্ েকান একিট সংখয্া বসােত হেব, েযিট করা যায় fu(j − 1) উপােয়। আর
যিদ u েনােড j বসাই তাহেল u এর চাইɮগুেলােত 1 েথেক j − 1 এর মেধয্ সংখয্াগুেলা বসােত হেব,
েযিট করা যায়

∏
v∈child(u) fv(j − 1) উপােয়।

এবার আেগর মতই আবার ধরব fu(j) একিট পিলনিময়াল যার িডিȄ g(u)। িরকােরɈিট একটু
সািজেয় েলখেল পাই

fu(j)− fu(j − 1) =
∏

v∈child(u)

fv(j − 1)
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এর দুইপােশ িডিȄ সমতা করেল পাব

g(u)− 1 =
∑

v∈child(u)

g(v)

এই িরকােরɈিটেক িচনেত েপেরছ? সাবিȟ সাইজ েবর করার জɎ আমরা িঠক এরকম একিট
িরকােরɈ বয্বহার কির। এখান েথেক েবাঝা যায় েয g(u) এর মান আসেল u এর সাবিȟ েত যতগুেলা
েনাড আেছ তার সমান হেব। অথর্াৎ রুট 1 এর জɎ পিলনিময়ােলর িডিȄ হেব িঠক িঠক n। সুতরাং
আমােদর f1(1), f1(2), . . . , f1(n) এর মান েবর কের পিলনিময়াল ইন্টারেপােলশন কের িদেলই হেȎ।

এখােনও আমরা গািণিতক আেরাহ বয্বহার কের পুেরা িজিনশটা ফরমািল ɓমাণ করেত পাির। েবস
েকইস হেব িলফ েনাডগুেলা। িলফ েনাডগুেলায় fu(j) = j হয়, অথর্াৎ এটােক আমরা 1 িডিȄ পিলনিময়াল
িহেসেব িচɁা করেত পাির। িলফ ছাড়া অɎ েনাড u এর জɎ চাইেɮর জɎ fv (v, u এর চাইɮ)
পিলনিময়াল হেব এটা সতয্ ধের িনেয় fu এর জɎও পিলনিময়াল হেব এটা ɓমাণ করেত পাির।
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অধয্ায় 7

িডিজট িডিপ

িকছু িকছু সমʒায় েতামােক েকান একটা েরেȜর মেধয্ িবেশষ েকান ধমর্ িসȻ কের এমন পূনর্সংখয্া িনেয়
কাজ করেত হয়। এমন সমʒা েদখেল মেন হয় হয়ত গািণিতক েকান ধমর্ বয্বহার কের এগুেলা সমাধান
করেত হেব। এই ধরেনর সমʒাও েয ডাইনািমক েɓাȄািমং িদেয় সমাধান করা যায় তা সহেজ আɃাজ
করা যায় না। িডিজট িডিপ এমনই একিট েটকিনক। আমরা এ পযর্Ɂ েযসব ɓবেলম েদেখিছ তার েচেয়
এিট েবশ িভɇ ধরেনর। তেব মুল আইিডয়াটা ধরেত পারেল এিট েমােটও কিঠন েকান িডিপ নয়।

7.1 সংখয্া িনেয় িকছু কথা

িডিজট িডিপ বুঝেত হেল আমরা দুিট পূনর্সংখয্া কীভােব তুলনা কির েসটা ভােলাভােব বুঝেত হেব। দুিট
সংখয্া েদওয়া থাকেল েকানিট েকানিট েছাট েসটা হয়ত একটা বাȍাও বলেত পারেব। িকʝ আমরা সংখয্া
তুলনা করার সময় েয অয্ালগিরদম বয্বহার করলাম (মেনর অজােɁ হেলও) েসটা িনেয় িচɁা কির না।
িডিজট িডিপ েবাঝার জɎ আমােদর এই ɓেসসটার একটু গভীের েযেত হেব। একিট উদাহরণ েদখা যাক।
ধর েতামার কােছ দুিট সংখয্া a = 56744 এবং b = 56729 েদওয়া আেছ। েতামােক বলেত হেব
েকানটা বড়। এর জɎ আমরা েযটা কির তা হল সংখয্া দুিটর অȇগুেলােক বাম েথেক ডান িদেক এক
এক কের তুলনা করেত থািক। ɓথম েয সংখয্ােত েছাট িডিজট পােবা েসটােকই েছাট সংখয্া বেল েঘাষণা
কের িদেত পারব। িনেচর ছিবটা েদখ। a আর b এর িডিজটগুেলােক িনেচ িনেচ েলেখিছ।
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আমরা বাম িদেক েথেক িডিজটগুেলা এক এক কের তুলনা কেরিছ এবং চতুথর্ িডিজেট ɓথম িভɇ িভɇ
অȇ েপেয়িছ (mismatch েপেয়িছ)। উপেরর সংখয্ার অȇিট বড় তাই উপেররিটই বড় সংখয্া। একটা
িজিনশ েখয়াল কর। চতুথর্ িডিজেটর পর েকান েকান িডিজট আসেলা তা িকʝ আমােদর আর েদখারই
দরকার নাই। ɓথম েয পিজশেন িভɇ িভɇ অȇ পাওয়া েগেছ েসটা িদেয়ই সংখয্া দুিট তুলনা করা যােব।
এখােন a আর b েত একই সংখয্ক অȇ িছল বেল আমােদর সুিবধা হেয়েছ। িকʝ দুিটেত একই সংখয্ক
অȇ না থাকেলও িকʝ আমরা আেগ িকছু শূɎ বিসেয় দুিটেক সমান িডিজট িবিশɽ সংখয্া বািনেয় িনেত
পারতাম। তাই এই অয্ালগিরদম আসেল েযেকােনা দুিট সংখয্া তুলনা করার েǸেȳই খাটেব। আর এই
আইিডয়া বয্বহার কেরই িডিজট িডিপর সব কাজ করা হয়।

এবার একটু িভɇ িদেক আসা যাক। ধর েতামােক 123456 এর েচেয় েছাট একটা সংখয্া বানােত
বলা হল। িকʝ েতামার েছাট ভাই এেস বাম িদেকর িকছু অȇ অলেরিড বিসেয় িদেয়েছ। েতামােক বািক
অȇগুেলা পূরণ করেত হেব। েযমন িনেচর সংখয্ােত েতামার ভাই ɓথম িতনটা সংখয্া বিসেয় িদেয়েছ

1 2 0

এখােন তুিম বািক দুিট ঘের েয অȇই বসাও না েকন সংখয্ািট 123456 এর েচেয় েছাট হেব। কারণ
123456 এর তৃতীয় িডিজট 3 িকʝ আমােদর ৈতির করা সংখয্ােত তৃতীয় িডিজট 0। তাই বািক ঘরগুেলােত
েযটাই বসাও না েকন 123456 এর েচেয় বড় সংখয্া পাওয়া সɤব নয়।

িকʝ যিদ েতামার েছাট ভাইেয়র বসােনা সংখয্াগুেলা এমন হয়

1 2 5

তাহেল তুিম বািক ঘরগুেলােত যাই বসাও না েকন 123456 এর েচেয় েছাট সংখয্া বানােত পারেব
না (একই কারণ)। আেরকটা েকইস আেছ। েসটা হল যিদ বসােনা সংখয্াগুেলা এমন হয়

1 2 3 ?

এ েǸেȳ েতামার িকছু বাধয্বাধকতা আেছ। ? িচিʕত ঘরটােত তুিম েযেকােনা সংখয্া বসােত পারেব
না। েতামােক েসখােন অবɸই 4 এর সমান বা েছাট একিট িডিজট বসােত হেব, নাহেল সংখয্ািট বড় হেয়
যােব।

আমােদর আেলাচনার মূল পেয়ন্ট হল তুিম যিদ বাম েথেক ডান িদেক িডিজট বসােত থাক তাহেল েকান
পিজশেন িডিজট বসােনার সময় েকবল এটা জানাই যেথɽ েয মূল সংখয্ার িডিজটগুেলার সােথ আমােদর
বানােনা সংখয্ার িডিজটগুেলার েকাথাও িমসময্াচ (mismatch) হেয়েছ িকনা, অথর্াৎ মূল সংখয্া েথেক
িভɇ েকােনা িডিজট েকােনা পিজশেন বিসেয়িছ িকনা। যিদ বিসেয় থািক তাহেল পরবতর্ী ফাঁকা ঘরটােত
আমরা েযেকােনা িডিজট বসােত পারব। আর যিদ না বিসেয় থািক তাহেল ফাঁকা ঘরিটেত এমন একিট
িডিজট বসােত হেব েযন তা মূল সংখয্ার িডিজেটর েচেয় বড় না হেয় যায়।
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অধয্ায় 8

ময্ািȟǳ েচইন মািɪিɐেকশন এবং ইন্টারভাল িডিপ

অধয্ােয়র টাইেটল েদেখ হয়েতা আɃাজ করেত পারেছা এই ধরেনর িডিপেত েʇট িহেসেব একটা অয্ােরর
সাব-অয্ােরেক িডিপেত েʇট িহেসেব রাখেত হেব। এই কয্াটাগিরর সবচাইেত ǵািসকয্াল উদাহরণ িদেয়
শুরু করা যাক।

8.1 একিট ǵািসকয্াল সমʒা

উদাহরণ 8.1 (ময্ািȟǳ েচইন মািɪিɐেকশন). n(≤ 500) টা ময্ািȟǳ আেছ েতামার কােছ, েতামােক
সবচাইেত কম কেʇ েতামােক এেদর গুণফল েবর করেত হেব। ফরমািল বলেত েগেল, েতামােক n টা
ময্ািȟǳ A1, A2, . . . An এর dimension গুেলা, অথর্াৎ, (N1,M1), (N2,M2), . . . , (Nn,Mn)

গুেলা েদওয়া আেছ, েযখােন Ai এর সাইজ হেলা ni × mi আর, Mi = Ni+1 (1 ≤ i < n)।
েতামােক েবর করেত হেব সবচাইেত কম কতিট লুপ চািলেয় তুিম A1A2A3 . . . An েবর করেত পারবা।
a× b এবং b× c সাইেজর দুিট ময্ািটǳ গুন করার কʇ abc।

সমাধান. তুিম যিদ ময্ািȟǳ এǳেপােনিɈেয়শেনর চয্াɔারিট পেড় থােকা তাহেল জানার কথা ময্ািȟǳ
মািɪিɐেকশন একিট অয্ােসািসেয়িটভ অপােরশন। েযমন, (AB)C আর A(BC) একই িজিনস, অথর্াৎ,
A আর B এর গুণফল েবর কের েসটােক C িদেয় গুন েদওয়া েযই কথা, A েক B আর C এর গুণফল
িদেয় গুন েদওয়াও একই কথা। িকʝ এেদর গুেনর অডর্ােরর উপর ABC েবর করেত কত টাইম লাগেব
তা িনভর্র কের। েযমন ধেরা, A, B আর C এর সাইজ যথাǷেম 2× 1000, 1000× 3, 3× 4। যিদ
(AB)C কির তাহেল কʇ কত হয় েদখা যাক। ɓথেম AB করার জɎ কʇ হেলা 2 × 1000 × 3,
এবং এরপর AB ময্ািȟǳিটর সাইজ হেব 2 × 3। এখন (AB) এর সােথ C গুন করার কʇ হেলা
2 × 3 × 4। সুতরাং েমাট কʇ হেব 2 × 1000 × 3 + 2 × 3 × 4 = 6024। িকʝ A(BC) এর
েǸেȳ কʇ হেব 1000× 3× 4 + 2× 1000× 4 = 20000!

একইভােব ৪টা ময্ািȟǳেক ৫ ভােব, ৫টা ময্ািȟǳেক ১৪ ভােব গুন করেত পারেব। n টা ময্ািȟǳেক
যতভােব গুন করেত পারা যায় তােক Cn−1 িদেয় েলখা যায়, েযখােন Cn হেলা n-তম Catalan
number। আসেল n টা ময্ািȟǳ গুন করার ɓিতটা উপায়েকই আমরা একটা n িলেফর পারেফǱ বাইনাির
িȟ১ িদেয় ɓকাশ করেত পাির। আর n টা িলেফর Cn−1 টা িভɇ িভɇ পারেফǱ বাইনাির িȟ আেছ। n

১পারেফǱ বাইনাির িȟঃ েযই রুেটড িȟ এর িলফ ছাড়া ɓিতটা েনােডর ২টা কের চাইɮ আেছ।
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তম Catalan number েবর করার ফমুর্লা হেলা 1
n+1

(
2n
n

)
। িচȳ 8.1-েত ৫টা ময্ািȟǳ গুন করার সব

উপায় েদখােনা হেয়েছ।

ডায়াȄামটা যিদ একটু ভােলামত েদেখা তাহেল েখয়াল করবা আমরা ɓিতটা উপায় েজনােরট করার
জɎ ɓথেম ABCDE এর মেঝ েকান এক জায়গায় ভাগ কেরিছ, ধেরা B আর C এর মােঝ ভাগ
করলাম, তারপর AB এবং CDE েক যতভােব গুন করা যায় তা িরকারিসভিল িহসাব কেরিছ। আর
এরপর (AB) েক (CDE) এর সােথ গুণ করার জɎ িবেবচনা কেরিছ।

সুতরাং আমােদর িডিপ েদখেত এরকম হেবঃ dp[l, r] = AlAl+1Al+2 . . . Ar েবর করার িমিনমাম
কʇ। েবস েকইেসর জɎ dp[i, i] = 0, কারণ একটা ময্ািȟেǳর গুণফল েবর করেত েতা েকান
অপােরশনই লােগ না। এখন, l েথেক r ময্ািȟǳ গুেলার গুণফল েবর করার জɎ আমরা মাঝখােন
েকাথাও, ধির i আর i + 1 তম ময্ািȟেǳর মােঝ ভাগ করলাম, তাহেল আমরা ɓথেম Al . . . Ai আর
Ai+1 . . . Ar েবর করার অিɔমাল কʇ িহসাব করেবা, েযটা আমরা পািȎ dp[l, i] এবং dp[i+1, r]

েত। সােথ (Al . . . Ai)× (Ai+1 . . . Ar) করার কʇ হেলা NlMiMr, কারণ (Al . . . Ai) ময্ািȟেǳর
এর সাইজ হেব Nl ×Mi আর (Ai+1 . . . Ar) ময্ািȟেǳর সাইজ হেব Ni+1 ×Mr। সুতরাং l < r

এর েǸেȳ িডিপর িরকােরɈ হেলাঃ

dp[l, r] = min
l≤i<r

dp[l, i] + dp[i+ 1, r] +NlMiMr

ফাইনাল অয্াɈার হেব dp[1, n]।

উদাহরণ 8.2 (SPOJ - Mixtures). ʛাির পটােরর সামেন পাশাপািশ একটা সািরেত n (≤ 100)

টা িমɷণ সাজােনা আেছ। ɓেতয্কটা িমɷেণর ১০০টা রেঙর মেধয্ একটা রঙ আেছ (০ েথক ৯৯ পযর্Ɂ
নাɣািরং করা), i-তম িমɷেণর রঙ ai (0 ≤ ai ≤ 99)। েস সবগুলা িমɷণেক একসােথ িমশােনার জɎ
n− 1 বার এই অপােরশনিট করেবঃ

→ পাশাপািশ ২টা িমɷণ িনেয় তােদর একসােথ িমিশেয় ২টার মাঝখােন িমɷণটা েরেখ িদেব, অথর্াৎ,
বািক িমɷণ গুেলার Ƿেমর েকান পিরবতর্ন হেব না। পাশাপািশ িনবর্াচন করা িমɷণগুেলার রঙ যিদ
x এবং y হয়, তাহেল তােদর িমɷেণর রঙ হেব (x + y) mod 100২। আর তােদর িমিɷত
করার সময় xy পিরমােণর েধাঁয়া উৎপɇ হয়।

েতামােক েবর করেত হেব সবচাইেত কম কেতা পিরমােণর েধাঁয়া উৎপɇ কের িমɷণ গুেলােক ʛাির িমিɷত
করেত পারেব।

সমাধান. আেগর ɓবেলেমর মতই এই ɓবেলেমও nটা িমɷণেক িমǳ করার েযেকােনা উপায়েকই তুিম
একটা n িলেফর পারেফǱ বাইনাির িȟ িহেসেব আঁকেত পারবা। dp[l, r] হেলা l েথেক r এর মেধয্
িমɷণ গুেলােক যিদ অিɔমািল িমশােনা হয়, তাহেল সবর্িনɠ িক পিরমােণর েধাঁয়া উৎপɇ হেব। এখন তুিম
মাঝখােন েকাথায় ভাȉেব তার উপর ইটােরট করবা। ধেরা, i আর i+ 1 এর মােঝ ভােȉেছা, তাহেল ২
পােশর কʇ হেলা dp[l, i] আর dp[i+1, r]। l . . . i এর িমɷণগুেলােক িমǳ কের েযই িমɷণ পােবা তার
রঙ হেব

(∑i
j=l aj

)
mod 100 (কারণ, (((x+ y) mod m)+ z) mod m = (x+ y+ z)

mod m)। একইভােব (i + 1) . . . r এর িমɷণগুেলােক িমǳ করার পর েযই রেঙর িমɷণ পাবা তা

২এখােন a mod m িদেয় a েক m িদেয় ভাগ করেল েযই ভাগেশষ থােক তা বুঝােনা হেȎ।
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িচȳ 8.1: ৫টা ময্ািȟǳেক গুন করার সবরকম উপায়

49



হেলা
(∑r

j=i+1 aj

)
mod 100। এেদর িমǳ করেত েগেল আবার

((∑i
j=l aj

)
mod 100

)
×((∑r

j=i+1 aj

)
mod 100

)
পিরমােণর েধাঁয়া উৎপɇ হেব। তাহেল িরকােরɈটা হেলাঃ

dp[l, r] =
r−1

min
i=l

dp[l, i] + dp[i+ 1, r] + L×R

েযখােন, L =
(∑i

j=l aj

)
mod 100, R =

(∑r
j=i+1 aj

)
mod 100, এবং dp[i, i] = 0।

8.2 আরও িকছু উদাহরণ

উদাহরণ 8.3 (USACO - Greedy Pie Eaters). ফামর্ার জেনর কােছ Mটা গরু আর N টা পাই
আেছ। গরুগুেলা 1 েথেক M এবং পাইগুেলা 1 েথেক N পযর্Ɂ নাɣািরং করা। i-তম গরু [li, ri] েরেȜর
মেধয্ পাইগুেলা েখেত পছɃ কের। েতামােক আেরকটা িজিনস বেল েদওয়া আেছ, তা হেলা ২টা গরুর
পছেɃর েরȜ একই হেব না কখেনা। i-তম গরুর ওজন হেলা wi।

ফামর্ার জন একটা িসকুেয়Ɉ c1, c2, . . . , cK বাছাই করেব, েযটা িদেয় গরুগুেলা িক অডর্াের পাই েখেত
আসেব তা বুঝােব, অথর্াৎ, ɓথেম c1-তম গরুিট আসেব, এরপর c2-তম গরুিট আসেব...। একটা গরু
আসেল েস তার পছেɃর েরেȜ বািক থাকা সব পাই েখেয় েফলেব। িকʝ যিদ তার পছেɃর েরেȜ েকান
পাইই বািক না থােক তাহেল েস মন খারাপ কের বসেব! ফামর্ার জন এমন একটা িসকুেয়Ɉ বাছাই করেত
চায় যােত (wc1 + wc2 + . . .+ wcK ) এর মান ময্ািǳমাইজ হয়, এবং বাছাই করা K টা গরুর মেধয্
েকও মন খারাপ না কের। 1 ≤ N ≤ 300, 1 ≤M ≤ N(N+1)

2
, 1 ≤ wi ≤ 106।

সমাধান. ɓবেলমটা সল্ভ করার জɎ ɓেসসটােত িক হেȎ তা উলটা িদক েথেক িচɁা করেবা – ধেরা তুিম
একটা িসকুেয়Ɉ c1, c2, . . . , cK িঠক কেরছ। এখন এই িসকুɈটা ভয্ািলড হেত হেল ɓথমত cK-তম
গরুেক অɁত একিট পাই েপেত হেব। এরপর, cK−1-তম গরুিটেক cK-তম গরুিট েযই পাইিট েখেয়েছ,
েসটা বােদ অɎ আেরকিট পাই েখেত হেব, আবার cK−1-তম গরুিট এমন একিট গরু হেত হেব যােত
তার েরেȜ cK-তম গরুিট েযই পাই েখেয়েছ েসিট না থােক। এভােব যিদ েযেত থােকা তাহেল বুঝেত
পারেব আমরা আমােদর ɓবেলমটােক একটু অɎভােব ɓকাশ করেত পািরঃ

এমন দুিট িসকুেয়Ɉ c1, c2, . . . , cK এবং p1, p2, . . . pK েবর কেরা যােত (wc1 + wc2 +

. . .+ wcK ) ময্ািǳমাইজ হয় এবং িসকুেয়Ɉদুিট িনেচর শতর্গুেলা পালন কেরঃ

০. pi িদেয় বুঝােনা হেȎ ci-তম গরুর জɎ েকান পাইিট বরাȶ করা হেয়েছ। সুতরাং,
pi ∈ [ldi , rdi ]।

০. আমরা d এবং p িসকুেয়Ɉ দুিট (cK , pK), (cK−1, pK−1), . . . এই অডর্াের িঠক করেবা,
অথর্াৎ আমরা েশষ েথেক গরু িঠক করিছ আর তােদর জɎ একিট একিট কের পাই বরাȶ
কের যািȎ । িকʝ ɓɵ আসেত পাের, ɓিতটা গরুেতা েযই পাই গুেলা বািক থাকেব তা সব
েখেয় েফলেব, তাহেল আমরা একটা একটা কের বরাȶ করিছ েকন? আসেল আমরা েতা
েশষ েথেক েদখিছ ɓেসসটােক – েশষ গরুর জɎ একটা পাই বরাȶ কেরই আমরা বািক
পাই গুেলা িনেয় কাজ করিছ, েসই পাই বােদ আর েযটাই তার আেগর গরুগুেলা িনেয় যাক
না েকন আমােদর েকান সমʒা েনই, অɁত একটা েপেলই হল।
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০. েকান গরুর জɎ বরাȶকৃত পাইিট তার আেগ আসা গরুগুেলার েরেȜর মেধয্ থাকেত পারেব
না। অথর্াৎ, ɓেতয্ক j < i এর জɎ, pi /∈ [lcj , rcj ] হেত হেব।

ধেরা আমরা ɓথেম cK এবং pK িঠক কের েফেলিছ। তাহেল এরপর cK−1, cK−2, . . . এই গরুগুেলা
যখন আমরা িনবর্াচন করেবা, তখন তােদর ɓেতয্েকর েরȜই হয় pk এর পুরাপুির বােম হেব নাহয় পুরাপুির
ডােন হেব। অথর্াৎ, ɓেতয্ক j < K এর জɎ হয় rcj < pK হেত হেব নাহয় lcj > pK হেত হেব। এর
ফেল আমরা একটা খুবই চমৎকার ফলাফল পােবা; বাম পাশ েথেক েযই েরȜ (গরু) গুেলা িনবর্াচন করেবা,
তার েকােনািটই ডান পাশ েথেক েকান েরȜগুেলা িনবর্াচন করেত পারেবা তার উপর েকান ɓভাব েফলেব
না – তারা ইিন্ডেপেন্ডন্ট দুিট সাব-ɓবেলম! এরপর আমরা িরকািসর্ভিল বলেত পাির [1, pK) েথেক িকছু
গরু িনবর্াচন কেরা, এবং (pK , N ] েথেক িকছু গরু িনবর্াচন কেরা। িচȳ 8.2-এ এভােব েরȜগুেলা বাছাই
করার একিট উদাহরণ েদখােনা হেয়েছ। এরপর মেন কেরা [1, pK)-েত েরȜ িনবর্াচন করেবা। েখয়াল
কেরা, এখন িকʝ েযই গরুগুেলা িনবর্াচন করেবা েসগুেলা িকʝ সɡুনর্ভােব [1, pK) েরেȜর িভতর থাকেত
হেব। এবার মেন কেরা dK−1 এবং pK−1 িনবর্াচন করলা [1, pK) েরȜ েথেক। এর জɎ েযই ২িট
সাব-ɓবেলম পােবা আমরা তা হেলা [1, pK−1) এবং (pk−1, pK ]। এভােব েযেত থাকেল বুঝেত পারবা
আমােদর িডিপ েʇট বা সাব-ɓবেলমেক আমরা ২িট ভয্ালূ িদেয় ɓকাশ করেত পাির– l এবং r, এবং
dp[l, r] িদেয় বুঝােনা হেব l . . . r এই পাই গুেলা এবং পুরাপুির [l, r] এর িভতের থাকা গরুগুেলােক
িবেবচনা কের একিট c িসকুেয়Ɉ বাছাই করার ময্ািǳমাম ɓিফট কেতা হেত পাের। আর িডিপ িরকােরɈ
হেবঃ

dp[l, r] = max
c, l≤lc≤rc≤r

max
p∈[lc,rc]

dp[l, p− 1] + dp[p+ 1, r] + wc

এর িরকােরেɈর কমেɐিǳিট হেলা O(n3m)। অবɸ এটােক একটু অɎভােব েদখেল েখয়াল করবা
আমােদর আেগ গরু িঠক কের তারপর তার জɎ বরাȶ করার জɎ ইনেডǳ িঠক না কের বরং আেগ
বরাȶকৃত ইনেডǳ িফǳ কের তারপর ওই ইনেডেǳর উপের িদেয় যায় এমন েরȜগুেলার মেধয্ ময্ািǳমাম
w যার, তােক িনবর্াচন করেলই হয়। সুতরাং আমােদর নতুন িরকােরɈ হেবঃ

dp[l, r] = max
p∈[l,r]

dp[l, p− 1] + dp[p+ 1, r] + f [l, r, p]

েযখােন f [l, r, p] হেলা েযসব েরȜ পুরাপুির [l, r] েরেȜর িভতের আেছ এবং p এর উপের িদেয় যায়,
তােদর মেধয্ ময্ািǳমাম w এর মান। শুরুেত আমােদর f েটিবলটা িɓ-কয্াɬুেলট কের িনেত হেব O(n3)

টাইেমর মেধয্। এটাও একটা েছােটাখােটা িডিপ ɓবেলম বলেত পােরা, িরকােরɈ এর সাহােযয্ কয্াɬুেলট
কের িনেত পারবা। পাঠেকর অনুশীলেনর জɎ েরেখ েদওয়া হেলা।

উদাহরণ 8.4 (Codeforces 1146G - Zoning Restrictions). তুিম n টা িবিɮং বানােব, এবং
িবিɮং বানােনার ʋটগুেলা 1 েথেক n পযর্Ɂ নাɣািরং করা। ɓিতটা িবিɮেঙর উȍতা 0 েথেক h এর মেধয্
েযেকােনা একিট পণর্সংখয্া হেত পাের। েকান ʋেট যিদ a উȍতার িবিɮং বানাও তাহেল তুিম a2 টাকা
পাবা। তুিম যােত ইȎা মেতা উȍতার িবিɮং িনমর্াণ করেত না পােরা তাই m টা শতর্ েদওয়া আেছ – i

তম শেতর্ েতামােক বলা আেছ li েথেক ri ʋেটর িবিɮং গুেলার উȍতা সেবর্াȍ vi হেত পারেব। যিদ
এেদর মেধয্ েকানটার উȍতা vi এর েবিশ হয় তাহেল েতামােক ci টাকা েপনািɪ িদেত হেব। েখয়াল
কেরা, li েথেক ri এর মেধয্ একািধক িবিɮং-এর উȍতা vi এর চাইেত েবিশ হেলও িকʝ i-তম শতর্
ভেȉর জɎ একবারই ci টাকা েপনািɪ িদেব। অিɔমালভােব িবিɮং-এর উȍতা িনবর্াচন কের ময্ািǳমাম
কেতা ɓিফট েপেত পােরা তা িহসাব কেরা। 1 ≤ n,m, h ≤ 50, 1 ≤ li ≤ ri ≤ n, 0 ≤ vi ≤
h, 1 ≤ ci ≤ 5 000।
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িচȳ 8.2: েরȜগুেলা িরকািসর্ভিল িনবর্াচন করার একিট উপায়।
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সমাধান. এই ɓেɝমটা িকছুটা আেগর ɓেɝেমর মেতা। ধেরা তুিম ɓথেম একটা িবিɮং i িনমর্াণ করবা িঠক
কেরেছা। এই i নাɣার িবনিɮংিট িকছু িকছু শতর্ ভাȉেব, েসগুেলার েপনািɪ ধেরা তুিম িদেয় িদেল। এখন
পেরর িবিɮংগুেলা যখন িনমর্াণ করেত যােব, তখন i িবিɮেঙর জɎ েকান েকান শতর্ ভাȉা হেয়িছেলা
আর েকানগুেলার েপনািɪ তুিম িহসােব িনেয় েফেলছ এগুেলা ȟয্াক রাখা একটু জিটল হেয় যােব। এর
জɎ আমরা েযটা করেবা তা হেলা, ɓথম িবিɮংিট এমনভােব িনমর্াণ করেবা েযন েসটা সব িবিɮংগুেলার
মেধয্ ময্ািǳমাম উȍতার িবিɮংগুেলার একিট হয়। এটা কের িক লাভ আমােদর? এটা করার ফেল, এই
িবিɮংিট িনমর্াণ করেত িগেয় েযইসব শেতর্র েরȜ গুেলা i নাɣার িবিɮংিটর উপর িদেয় িগেয়েছ তােদর
মেধয্ েযগুেলা মানা হয়িন তােদর েপনািɪ আমরা এখিন িহসােব িনেয় িনেবা, আর েযগুেলা ভাȉা হয়িন
েসগুেলা সামেনও কখেনা ভাȉা হেব না কারণ ভিবʂেতর িবিɮংগুেলার উȍতা সেবর্াȍ i নাɣার িবিɮেঙর
উȍতার সমান হেব। েসগুেলা পেরর অɎ িবিɮং গুেলা িনমর্ােণর সময় িবেবচনায় রাখারই দরকার েনই।
েমাটকথা, i নাɣার িবিɮং-এর উপর িদেয় েযই েরȜ গুেলা িগেয়েছ তােদর আমরা িবেবচনা কের েফেলিছ,
আর ভিবʂেত তােদর িবেবচনা করেত হেব না। বািক েযই েরȜ গুেলা আেছ, েসগুেলা আেগর ɓেɝেমর
মতই হয় পুেরাপুির i এর বােম হেব, নাহয় পুেরাপুির ডােন হেব, এবং একইভােব ২টা ইিন্ডেপেন্ডন্ট
সাব-ɓবেলম পােবা।

এখন কথা হেȎ আমরা i নাɣার িবিɮংিট যােত সেবর্াȍ িবিɮং গুেলার একিট হয় েসটা িনিɳত করেবা
িকভােব? এটার জɎ আমরা িডিপেত আেরকিট েʇট রাখেবাঃ িনমর্ানকৃত িবিɮং গুেলার উȍতা সেবর্াȍ কত
হেত পারেব, তাহেল আমরা অেনকটা এরকম ইনফরেমশন পাস করেত পারেবাঃ ‘‘এই ২িট সাব-ɓবেলেমর
মেধয্ িবিɮং এর সেবর্াȍ উȍতা i তম িবিɮং এর সমান হেত পারেব’’।

সুতরাং আমােদর িডিপর েʇট ৩টা হেবঃ l, r এবং x, আর dp[l, r, x] এর মােন হেলা শুধুমাȳ
েসইসব শতর্গুেলা, েযগুেলার েরȜ সɡূণর্ [l, r] এর িভতের, েসগুেলা িবেবচনা কের l . . . r িবিɮংগুেলা
িনমর্াণ কের ময্ািǳমাম কত ɓিফট পাওয়া যায় যােত েকান িবিɮং-এর উȍতা x এর েবিশ না হয়।
dp[l, r, x] কয্াɬুেলট করার জɎ আমরা সেবর্াȍ িবিɮং েকানটা েসটার উপের, এবং েসই িবিɮং-এর
উȍতা কেতাটুক হেব – এই ২িটর উপর ইটােরট করেবা। তাহেল িরকােরɈটা হেবঃ

dp[l, r, x] = max
l≤i≤r,0≤y≤x

dp[l, i− 1, y] + dp[i+ 1, r, y]− f [l, r, i, y] + y2

, েযখােন f [l, r, i, y] হেলা এমন সব শতর্ j, েযগুেলা সɡূণর্ভােব [l, r] এর িভতের, i এর উপর িদেয়
িগেয়েছ, এবং vj < y, তােদর cj এর েযাগফল।

উদাহরণ 8.5 (Codeforces 1107E - Vasya and Binary String). েতামার কােছ n েলংেথর
একিট বাইনাির িʓং s, এবং n সাইেজর একিট অয্াের s আেছ। িʓংটা খািল না হেয় যাওয়া পযর্Ɂ তুিম
এই অপােরশনিট অয্াɐাই করবাঃ s এর মেধয্ একটা কেɈিকউিটভ সাবিʓং বাছাই করবা যােত েসই
সাবিʓং এর সব কয্ােরǱার একই হয়, এবং েসই সাবিʓংটা িডিলট কের এরপর ২ পােশর বািক থাকা
সাবিʓংগুেলা (এগুেলার েকানটা ফাকা হেল সমʒা েনই) েজাড়া লািগেয় িদবা। েযমন 1111101 →
1101। x েলংেথর সাবিʓং িডিলট করেল ax পেয়ন্ট পােব। ময্ািǳমাম কেতা পেয়ন্ট েপেত পােরা তুিম?
1 ≤ n ≤ 100, 1 ≤ ai ≤ 109।

সমাধান. এখােনও আমরা উɪা িদক েথেক িচɁা করেবা। একদম েশষ অপােরশনটার কথা িচɁা কেরা
– েসখােন সবগুেলা কয্ােরǱার একই হেব। িকʝ েসগুলা একসােথ জেড়া হওয়ার আেছ িনɳয়ই ɓাথিমক
অয্ােরেত েকােনা সাব-িসকুেয়Ɉ িহেসেব িছল! িচেȳ এমন একটা উদাহরণ েদখােনা হেয়েছ। িনেচর অয্ােরিট
েপেত হেল আেগ েতামােক l1 . . . r1, l2 . . . r2, l3 . . . r3 এবং l4 . . . r4 েরȜগুেলা িডিলট করেত হেব।
আর এই েরȜগুেলা এেককটা সাব-ɓবেলম, যারা পুেরাপুির ইিন্ডেপেন্ডন্ট!
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l1 r1 l2 l3 l4r2 r3 r4. . . . . . . . . . . .

তাহেল বুঝেত পারেছা আমােদর িডিপেত েযই ২টা েʇট থাকেতই হেব েসগুেলা হেলা l এবং r –
অয্ােরর একিট েরȜ। এরপর ȟানিজশন করার সময় আমরা এই েরেȜর একটা সাব -িসকুেয়Ɉ বাছাই করেত
পাির যার সব কয্ােরǱার একই। ধেরা সাব-িসকুেয়Ɉিটর েলংথ x, তাহেল আমরা ax অয্াড করেবা, আর
সাব-িসকুেয়Ɉ-এর মােঝ মােঝ েযই সাব-অয্াের গুেলা পােবা েসগুেলার িডিপ ভয্ালু গুেলা েযাগ করেবা।
িকʝ এভােব করেল আমােদর ȟানিজশন এǳেপােননিশয়াল সংখয্ক হেয় যােȎ।

এর জɎ আমরা েযটা করেবা েসটা হেলা বাম েথেক ডােন সাব-িসকুেয়Ɉ একটা একটা ইনেডǳ কের
বানােবা। েখয়াল কেরা, সাব-িসকুেয়েɈ েকান েকান ইনেডǳ আেছ তা িকʝ আমােদর ȟয্াক রাখেত হেȎ
না। আমরা শুধু ȟয্াক রাখেবা ইেতামেধয্ কয়টা ইনেডǳ িনেয় েফেলিছ সাব-িসকুেয়েɈ।

এই সবগুেলা আইিডয়া িমিলেয় আমরা েযই িডিপ পািȎ তা হেলা, dp[l, r, x], যার মােন হেলা
আমােদরেক s[l . . . r] পুেরাটা িডিলট করেত হেব, সােথ বলা আেছঃ s[1 . . . (l − 1)] এর িকছু িকছু
সাব-অয্াের িডিলট কের আমােদর কােছ s[1 . . . (l−1)] এর েযই সাব-িসকুেয়Ɉ বািক আেছ, তার েলংথ
x এবং এেদর সবার কয্ােরǱার sl এর সমান।

ȟানিজশন গুেলা হেবঃ

০. আমরা শুরুেত েযই সাব-িসকুেয়Ɉ বাছাই করা শুরু কেরিছলাম, েসটার েশষ ইেন্ডǳটাই হেলা l,
তাহেল আেগর x টা ইনেডǳসহ িমেল েমাট x + 1 েলংথ এর একটা সাব-িসকুেয়Ɉ পািȎ, এর
পেয়ন্ট হেলা ax+1। এরপর আবার আমােদরেক s[l+ 1 . . . r] এই সাব অয্ােরিট িডিলট করেত
হেব, েসটার ময্ািǳমাম পেয়ন্ট হেলা dp[l + 1, r, 0]।

০. আমরা জািন sl হেলা সাব-িসকুেয়েɈ বাছাই করা উপাদান গুেলার মেধয্ একিট। এখন আমরা (l+
1) . . . r েরেȜ ইটােরট করেবা েকান ইেন্ডǳটা েসই সাব-িসকুেয়েɈর পরবতর্ী ইনেডǳ হেব। ধেরা
েসটা হেলা i (এখােন si = sl হেত হেব িকʝ!)। তাহেল আমােদর আেগ s[(l+1) . . . (i−1)]

েক িডিলট করেত হেব। যার ময্ািǳমাম পেয়ন্ট হেলা dp[l+1, i−1, 0]। এরপর আমােদর আেগর
মেতা সাব-িসকুেয়Ɉ বাছাই কের কের আগােত হেব, যার ময্ািǳমাম পেয়ন্ট হেলা dp[i, r, x+1]।

টাইম কমেɐিǳিট হেলা O(n3)।

উদাহরণ 8.6 (XXI Open Cup, GP of Suwon - Generate The Array). ধেরা েতামােক
একটা N েলংেথর অয্াের A েদওয়া আেছ, এবং তুিম এেত িকছু কুেয়ির করবাঃ অয্ােরর একটা েসগেমন্ট
[i, j] এর জɎ েসই েসগেমেন্টর ময্ািǳমাম েবর করবা, ধেরা [i, j] েসগেমেন্টর ময্ািǳমাম Ri,j। [i, j]

েসগেমন্টিট Qi,j বার করা হেব।
িকʝ অয্ােরটা েতামােক েদওয়া নাই, তুিম বানােব েসটা। 1 েথেক N এর মেধয্ ɓিতটা i এর জɎ Ai

এর মান িহেসেব তুিম Ki টা আলাদা আলাদা মান Vi,1, Vi,2, . . . , Vi,Ki
েথেক একিট বাছাই করেত

পারবা। Ai এর জɎ Vi,j বাছাই করার কʇ হেলা Ci,j। ধেরা, i-তম ইনেডেǳর জɎ Pi-তম ভয্ালুিট
বাছাই কেরছ, অথর্াৎ Ai = Vi,Pi

।
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সবগুেলা কুেয়িরর েশেষ েতামার েʅার হেবঃ (সব ইন্টারভাল কুেয়িরর েরজােɪর েযাগফল) − (Ai ভয্ালু
গুলা বাছাই করার কেʇর েযাগফল)। অথর্াৎ,

েʅার =
∑

1≤i≤j≤N

Qi,j ·Ri,j −
N∑
i=1

Ci,Pi

ময্ািǳমাম কেতা েʅার েপেত পােরা তা েবর কেরা। েতামােক N,Q,C, V,K িদেয় েদওয়া হেব।
1 ≤ N ≤ 300, 0 ≤ Qi,j ≤ 999, 0 ≤ Vi,j ≤ 108, 0 ≤ Ci,j ≤ 1013,

∑
Ki ≤ 3 · 105।

সমাধান. আেগর ɓবেলম গুেলার সিলউশেনর আেলাচনা েথেক আশা কির বুঝেত পারেছা আমােদর এখােন
একটা েরেȜর উপর সাব-ɓবেলম সল্ভ করেত হেব। েযেহতু আমােদরেক েরেȜর ময্ািǳমাম িনেয় কাজ
করেত হেȎ, েসজɎ আমরা আমােদর বতর্মান সাব-ɓবেলেমর েরেȜ (ধেরা, l . . . r) েকান ইেন্ডǳটা
ময্ািǳমাম ভয্ালু হেব তা িঠক করেবা। ধেরা i ∈ [l, r] ইনেডǳিট হেলা ময্ািǳমাম ভয্ালুর ইনেডǳ। এখন
আমরা i-তম ইনেডেǳ েকান ভয্ালূ বসােবা তা িঠক করেবা এবং [l, i) আর (i, r] ইন্টারভােল িরকাসর্
করেবা – সােথ বেল িদেবা এই ২িট ইন্টারভােলর ভয্ালূ গুেলা i-তম ইনেডেǳর ভয্ালুর েচেয় েছাট হেব।

সবিকছু গুছােল আমােদর নাইভ সিলউশনিট এমন দাঁড়ােবঃ িডিপর েʇট ৩িট – l, r এবং x, আর
dp[l, r, x] এর মােন হেলা, A[l . . . r] এই অয্ােরটা বানােনা ময্ািǳমাম েʅার, যােত সব i ∈ [l, r]

এর জɎ Ai ≤ x হয়। এর িরকােরɈ হেবঃ

dp[l, r, x] = rmax
i=l

Kimax
j=1

dp[l, i− 1, Vi,j] + dp[i+ 1, r, Vi,j] + T [l, r, i] · Vi,j − Ci,j

, েযখােন T [l, r, i] হেলা [l, r] েরেȜর িভতর আেছ এবং i এর উপর িদেয় যায়, এমন কয়িট কুেয়ির
আেছ, অথর্াৎ T [l, r, i] =

∑
l≤l′≤i≤r′≤r Qi,j। এটা O(N3) টাইেমর মেধয্ িɓ-কয্াɬুেলট কের েনওয়া

যােব। এই িডিপর েʇট আেছ N×N×
(∑N

i=1 Ki

)
িট, আর ɓিত েʇেট েমাটামুিট O(N)×O(Ki)

সাইেজর লুপ চলেছ। আর যাই েহাক, আমােদরেক েযই কɈেȟইন্ট গুেলা েদওয়া হেয়েছ, তােত এই িডিপ
কাজ করেব না।

এখন আমােদর নতুন িকছু অবজারেভশন লাগেব িডিপিটেক অিɔমাইজ করেত।

অপিটমাইেজশন 8.6.1. l . . . r এর মেধয্ i েক ময্ািǳমাম ধরার পর l . . . (i− 1) এবং (i+1) . . . r

এর ভয্ালু গুেলা যােত সেবর্াȍ i এর সমান হয়, এটা িনিɳত করার দরকার েনই – ওই ভয্ালূ গুেলা যিদ
i এর চাইেত বড়-ও হেয় যায়, তাহেল েসটা কখেনা অিɔমাল হেব না, এবং আমােদর ফাইনাল অয্াɈাের
ɓভাব েফলেব না। এর ফেল আমােদর যা লাভ হেব তা হেলা আমরা িডিপর তৃতীয় েʇটটা (x) বাদ
িদেয় িদেত পাির।

এই অবজারেভশনটা বুঝার জɎ এভােব িচɁা কেরাঃ ধেরা েতামার কােছ A এর ভয্ালু গুলা িফǳ করা
আেছ। তাহেল একটা িজিনশ েখয়াল কেরা, এর ফেল িকʝ আমােদর েʅার ফাংশেনর −

∑N
i=1 Ci,Pi

এই অংশটাও িফǳ হেয় িগেয়েছ।

েʅার =
∑

1≤i≤j≤N

Qi,j ·Ri,j−
N∑
i=1

Ci,Pi

আর বািক থাকেছ শুধু
∑

1≤i≤j≤N Qi,j ·Ri,j অংশটা। আমােদর টােগর্ট হেলা এটােক ময্ািǳমাইজ করা।
িচɁা কের েদেখা, আমরা যিদ িডিপর েʇেট x েক না েরেখ অয্ােরর িবিভɇ সাব-অয্ােরর ময্ািǳমামেক
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ভুলভােব িচিʕত কির, তাহেল িকʝ েসটা েথেক েযই
∑

1≤i≤j≤N Qi,j · Ri,j এর মান পােবা, েসটা
সবসময়ই অয্ােরর ময্ািǳমাম গুেলােক িঠক মেতা আɃাজ করেত পারেল েযই মান পােবা তার েচেয় েছাট
অথবা সমান হেব। আর আমােদর িডিপেত আমরা েযেহতু িডিপেত সব উপােয় আɃাজ কের কের েদখিছ,
েসেহতু একটা না একটােত আমরা সিঠকভােব আɃাজ কের েফলেবা, এবং আমােদর ফাইনাল অয্াɈার
সবসময় িঠক হেব। তাহেল আমােদর নতুন িডিপটা হেবঃ

dp[l, r] = rmax
i=l

Kimax
j=1

dp[l, i− 1] + dp[i+ 1, r] + T [l, r, i] · Vi,j − Ci,j

অপিটমাইেজশন 8.6.2. কনেভǳ হাল িȟক।

আেগর িডিপ ফরমুলাটােক আমরা একটু অɎভােব িলখেত পািরঃ

dp[l, r] = rmax
i=l

dp[l, i− 1] + dp[i+ 1, r]+
Kimax
j=1

T [l, r, i] · Vi,j − Ci,j

আমরা ɓিত (l, r, i) টুপেলর জɎ maxKi
j=1 T [l, r, i] · Vi,j − Ci,j এর মান আেগ েথেক O(N3 +∑

Ki) টাইেম েবর কের েফলেত পারেবা। িকভােব? যিদ তুিম i িফǳ কেরা, তাহেল Ki টা mx+ b

আকােরর লাইন ইকুেয়শন পাবা, েযখােন m = Vi,j এবং b = −Ci,j। এবার ɓিত (l, r) েপয়ােরর
উপর ইটােরট কের x = T [l, r, i]-েত িমিনমাম ভয্ালু কেতা তা েবর করেত হেব, আর এই ɓবেলমটাই
কনেভǳ হাল িȟক িদেয় সল্ভ করা হয়। িবʈািরত পড়েত চাইেল কনেভǳ হাল িȟক চয্াɔারিট পেড়া।

8.3 ইমিɐেমেন্টশন িȟক

এইধরেনর ɓবেলেম সাধারণত dp[l, r] কয্াɬুেলট করার জɎ dp[l, i] এবং dp[i, r] এসব িডিপ
ভয্ালুর মান জানা থাকেত হয়। যিদ তুিম িরকািসর্ভ েমমিয়েজশন িদেয় ইমিɐেমন্ট কের থােকা, তাহেল েতা
সহজই, আর িকছু িচɁা করেত হেব না। িকʝ অেনক সময় সিলউশেনর কɈেটন্ট ফয্াǱর কমােনার বা রান
টাইন কমােনার জɎ আমােদর বটম-আপ ইমিɐেমেন্টশেনর দরকার হয়। এইধরেনর িডিপর বটম-আপ
ইমিɐেমেন্টশেনর িȟক হেলা, িডিপ ভয্ালু গুেলা r − l এর উধর্Ƿেম কয্াɬুেলট করা। িনেচর সুেডােকাডটা
েদেখা

Algorithm 1: ইন্টারভাল িডিপ কয্াɬুেলট করার একিট বটম-আপ পȻিত।
Result: Calculates dp table.
for d← 0 to n− 1 do

for l ← 1 to n do
r ← l + d;
for i← l to r do

relax dp[l, r] using dp[l, i] and dp[i, r];

8.4 অনুশীলনী

অনুশীলনী 8.1 (AtCoder - Visibility Sequence). আেগর িবিɮং বানােনার িঠকাদািরেত তুিম
বয্াপক পিরমােণর লাভ কেরছ (ডাইনািমক েপ্ɓাȄািমংেক ধɎবাদ না িদেলই নয়), তাই তুিম আবােরা
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পিরকɯনা কেরছ N টা িবিɮং বানােব। এইবােরর শতর্গুেলা হেলা, ɓিতটা i (1 ≤ i ≤ N) এর
জɎ েতামােক একটা Xi েদয়াও আেছ, যার মােন হেলা i তম িবিɮংেয়র উȍতা 1 েথেক Xi এর
মেধয্ েযেকােনা একিট পুণর্সংখয্া হেত পারেব। ধেরা তুিম i তম িবিɮং বািনেয়ছ Hi উȍতার। এখন
ɓিত i (1 ≤ i ≤ N) এর জɎ আমরা Pi েক এভােব িডফাইন করেবাঃ যিদ এমন েকান পণর্সংখয্া
j (1 ≤ j < i) থােক যােত Hj > Hi হয়, তাহেল Pi হেব এমন ময্ািǳমাম j, আর নাহেল Pi = −1।
এবার H িসকুেয়Ɉিটর সবরকম কিɣেনশেনর কথা িচɁা কেরা, তারা ɓেতয্েকই একিট কের P েজনােরট
করেব। দুিট িভɇ H এর জɎ তােদর েজনােরট করা P একই হেয় েযেত পাের আবার িভɇও হেত পাের।
েতামােক েবর করেত হেব, কয়টা িভɇ িভɇ P েজনােরট হেব। 1 ≤ N ≤ 100, 1 ≤ Xi ≤ 105।
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অধয্ায় 9

Zeta Transform, Möbius Inversion
এবং Subset Convolution

9.1 Zeta Transform

ধেরা েতামার কােছ একিট ফাংশন f আেছ, েযটা N = {0, 1, 2, . . . n−1} এর একিট সাবেসট ইনপুট
েনয় এবং একিট ইিন্টজার িরটানর্ কের। অথর্াৎ, f এর েডােমইন হেলা F , েযটা {0, 1, 2, . . . n − 1}
এর সব সাবেসেটর ফয্ািমিল, আর েকাডেমইন হেলা পূণর্সংখয্ার েসট (অɎ িকছুও হেত পাের, খািল ২িট
উপাদােনর কেɡািজশন সংȗািয়ত হেলই হেব)। F এর ɓিতিট উপাদানেক এমরা {0, 1}n এর একটা
উপাদান, অথর্াৎ একিট n-টুপল বা n েলংেথর বাইনাির িসকুেয়Ɉ/িʓং/নাɣার িদেয় ɓকাশ করেত পাির।
{0, 1}n বলেত {0, 1} × {0, 1} × · · · × {0, 1}︸ ︷︷ ︸

n সংখয্ক

বুঝােনা হেȎ, েযখােন A×B মােন হেলা A এবং

B েসট দুিটর কােতর্িসয় গুণন। মূলত, {0, 1}n এর ɓিতটা উপাদান হেলা এেককিট n-টুপল। েযমন,
n = 4 হেল এমন একিট টুপল হেলা (0, 1, 1, 0)। এই টুপল না বাইনাির নাɣােরর i-তম িবট 0 হয়,
তার মােন হেলা সাবেসটিটেত i েনই, আর যিদ 1 হয় তাহেল i আেছ।

আমােদরেক েযই ɓবেলমটা সল্ভ করেত হেব তা হেলাঃ যিদ আমােদর f িদেয় েদওয়া হয়, তাহেল
আেরকিট একই ɓকৃিতর ফাংশন f̂ (অথর্াৎ, f̂ এর েডােমইন এবং েকােডােমইন যথাǷেম f এর েডােমইন
এবং েকােডােমইেনর সমান)কয্াɬুেলট করেত হেব েযটার সংȗা হেলাঃ

f̂(X) =
∑
Y⊆X

f(Y )

অɎভােব বলেল, ɓিত X ∈ F -এর জɎ X এর যত সাবেসট Y আেছ, তােদর f(Y ) এর েযাগফল
েবর করা। আমরা যিদ িবটমােʅর ভাষায় বিল তাহেল দাঁড়ায় X এর সব সাবমাʅ Y এর জɎ f(X)

এর সাম েবর করা। েখয়াল কেরা, আমরা িকʝ ɓিতটা েসটেকই েসটার বাইনাির িসকুেয়Ɉেক ইিন্টজাের
রূপাɁর কের একটা ইিন্টজার িদেয় ɓকাশ করেত পাির। f েথেক f̂ এর এই ȟানফেমর্শনেক Zeta
transform বলা হয়। েযেহতু সব সাবেসেটর সাম েনওয়া হেȎ তাই এেক অেনেক সাম ওভার সাবেসটও
(Sum Over Subset, বা SOS) বেল। f এর Zeta transform-েক আমরা ζ(f) িদেয় িলখেবা।
অথর্াৎ, f̂ = ζ(f)।
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এখােন অবɸ n এর মান এমন হেব যােত 2n এর মান েছাট হয়। কারণ f েক িডফাইন করেতই
েতা O(2n) সাইেজর ইনপুট ɓেয়াজন হেব!

এই চয্াɔােরর আেলাচনায় আমরা সাবেসটেক িবটমাʅ িলখেবা অেনক সময়, আবার অেনক সময়
িবটমাʅেক সাবেসট িলখেবা। যখনই েকান সাবেসেটর িবটমাʅ উেɫখ করা হেব, তখন বুেঝ িনেত হেব
এমন একিট িবটমাʅ িনেয় কথা বলা হেȎ েযটার i-তম িবট অন থাকেব যিদ ও েকবল যিদ েসটিটর
মেধয্ i উপাদানিট িবদয্মান থােক। আেরকটা িজিনস হেলা আমরা f, f̂ এগুেলােক ফাংশন বেলও ʅয়ার
ɜয্ােকট বয্বহার করিছ। আসেল এটা েতমন আহামির িকছু না, এগুেলাও েযেহতু আমােদর জɎ এেককটা
িডিপ েটিবল, তাই পয্েরেɂিসস (parenthesis) এর বদেল খািল ʅয়ার ɜয্ােকট বয্বহার করা হেয়েছ।
এছাড়াও, এই চয্াɔার জুেড় ফাংশেনর কেয়কিট েনােটশন েদখেত পােব – f(x), f(x), fx সব একই;
x Ⱥারা ফাংশেনর ইনপুট/পয্ারািমটার/আগুর্েমন্ট/িডিপ েটিবেলর ইনেডǳ বুঝােনা হেব।

f̂ িকভােব ইিফিশেয়ন্টিল কয্াɬুেলট করা যায় তা িশখার আেগ একটা েছাȞ অয্ািɐেকশন েদেখ েনই।

উদাহরণ 9.1. একিট N(≤ 105) সাইেজর পুণর্সংখয্ার অয্াের a েদওয়া আেছ, েযখােন ɓিতিট উপাদান
ai < 220 হেব। েতামােক ɓিতিট i ∈ [1, N ] এর জɎ কয্াɬুেলট করেত হেবঃ

ɓথম সমʒা: এমন কয়টা j ∈ [1, N ] আেছ, যােত ai & aj = aj হয়, েযখােন & হেলা
িবটওয়াইজ অয্ান্ড অপােরটর।

িȺতীয় সমʒা: এমন কয়টা j ∈ [1, N ] আেছ, যােত ai | aj = aj হয়, েযখােন | হেলা
িবটওয়াইজ অর অপােরটর।

তৃতীয় সমʒা: এমন কয়টা j ∈ [1, N ] আেছ, যােত ai & aj = 0 হয়।

সমাধান. ai & aj = aj হেব যিদ এবং েকবল যিদ aj এবং ai েক বাইনািরেত িলখেল aj, ai এর
সাবমাʅ হয়। কারণ, যিদ aj েত এমন েকান অিতিরǶ িবট অন থােক েযটা ai েত অফ আেছ, েসই
অিতিরǶ িবটগুেলা ai & aj-েত অফ হেয় যােব। আবার ai & aj = aj যিদ হয় তাহেল বলা যায় aj-েত
েযই িবটগুেলা আেছ, েসগুেলার সবগুেলাই ai েতও আেছ, সুতরাং aj ⊆ ai।

এখন আমরা f েক সংȗািয়ত করেবা এভােবঃ f(x) হেলা অয্ােরিটেত এমন কয়টা উপাদান আেছ
যােদরেক বাইনািরেত িলখেল েসই িবটমাʅটা x এর সমান হয়। এবার যিদ আমরা f এর সাম ওভার
সাবেসট িনেয় g পাই, তাহেল i এর জɎ অয্াɈার হেব g(ai)। উেɫখয্ েয, এই ɓবেলেম সব িবটমােʅর
সাইজ হেব n = 20 কারণ সব ai ≤ 2n।

িȺতীয় ɓবেলেমর েǸেȳ ai | aj = aj হেব যিদ ও েকবল যিদ aj, ai এর সুপারমাʅ১ হয়।
সাম ওভার সাবেসেটর সিলউশন িশখার পর েসটা একটু এিডট কেরই সাবমােʅর পিরবেতর্ সুপারমােʅর
েযাগফল কয্াɬুেলট করেত পারবা। িকʝ েসটা ছাড়াও আমরা শুধুমাȳ সাম ওভার সাবেসেটর েকাড বয্বহার
কেরই সাম ওভার সুপারমাʅ কয্াɬুেলট করেত পাির। িনেচর ৈবিশɽয্িট েখয়াল কেরা:

x ⊆ y ⇔ x ⊇ y

যিদ আমরা আেরকিট ফাংশন f ′-েক এমনভােব িডফাইন কির যােত f ′(x) = f(x) হয়, তাহেল i এর
জɎ অয্াɈার হেব ζ(f ′)(ai) হেব।

তৃতীয় ɓবেলেমর জɎ সমাধান হেলা ζ(f)(ai)।

১x-এ y এর সুপারমাʅ বলা হয় যিদ x-এ y-এর সব িবটগুেলাই থােক। অেনকটা সাবমােʅর উɪা সংȗা।

60



9.2 O(3n) কমেɐিǳিটর ʨটেফাসর্ সিলউশন

একদম সাদামাটা ʨটেফাসর্টা হেলাঃ

Algorithm 2: 4n কমেɐিǳিটেত সাবেসট সাম েবর করার সুেডােকাড।

Result: f েদওয়া থাকেল আেরকিট ফাংশন f̂ কয্াɬুেলট করেব।
initialize an array f̂ of size 2n with 0s;
for x ∈ {0, 1, . . . , n− 1} do

for y ∈ {0, 1, . . . , n− 1} do
if y ⊆ x then

f̂(x)← f̂(x) + f(y);

এেক C++-এ িলখেল হেবঃ

vector<int> f(1 << n);
// take input of f
vector<int> fhat(1 << n, 0);
for(int x = 0; x < (1 << n); ++x) {

for(int y = 0; y < (1 << y); ++y) {
if((x & y) == y) {

fhat[x] += f[y];
}

}
}

এই েকােডর িȺতীয় লুপটায় অেনক ইটােরশন অপচয় হেȎ। আমরা েকােনাভােব যিদ শুধুমাȳ x এর
সাবেসটগুেলােত অথর্াৎ, এমনসব y েত ইটােরট করেত পারতাম যােত (x & y) == y শতর্টা পূরণ
হয়, তাহেল আেরকটু ইিফিশেয়ন্ট করেত পারতাম।

1111 এর সাবমাʅ গুেলা যিদ আমরা বড় েথেক েছাট অডর্াের িলিখ তাহেল পােবাঃ

1111
1110
1101
1100
1011
1010
1001
1000
0111
0110
0101
0100
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0011
0010
0001
0000

এগুেলা পাওয়ার জɎ আমরা 15, 14, 13, . . . , 0 এর উপর লুপ চালােত পািরঃ

for(int i = 15; i >= 0; --i) {
// binary representation of i is a submask of 1111
cout << bitset<4>(i) << ’\n’;

}

একইভােব আমরা 10110 এর সাবেসেটর উপেরও এই অডর্াের লুপ চালােবাঃ

10110
10100
10010
10000
00110
00100
00010
00000

আেগর মেতা এখােনও যিদ আমরা এক িবেয়াগ কের কের েযেত থািক তাহেল হেব না। কারণ 10110 এর
পর 10101-এ যােব। িকʝ েখয়াল কেরা, আমরা িবেয়াগ করার পর 10101 এর িবট গুেলােক 10110
িদেয় িফɪার কের িনেত পাির, অথর্াৎ 10110 িদেয় অয্ান্ড কের িনেবা।

mask = 11010010001111100000
submask-1 = 1101001000XXXXX︸ ︷︷ ︸

শুধু এই অংশিট েদখেল মেন হেব এিট 11111 এর সকল সাবেসেটর উপের ইটােরট করেছ

11111

িনেচ C++-এ একিট িবটমাʅ mask এর সব সাবমােʅর উপর ইটােরট কের f̂ কয্াɬুেলট করার
েকাড েদওয়া হেলাঃ

vector<int> fhat(1 << n, 0);
for(int mask = 0; mask < (1 << n); ++mask) {

for(int submask = mask; submask > 0; submask = (submask-1) & mask) {
fhat[mask] += f[submask];

}
// we have to consider the empty set separately
fhat[mask] += f[0];

}
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এর কমেɐিǳিট কেতা? যিদ T (n) Ⱥারা এমন কয়টা (x, y) েপয়ার আেছ যােত y ⊆ x হয় তার
সংখয্ােক বুঝায়, তাহেল কমেɐিǳিট হেব O(T (n))। এমন কয়টা েপয়ার আেছ তা িহসাব করার জɎ
আমরা x আর y এর একটা একটা কের িবট বসােনার েচɽা করেবাঃ

xn−1 xn−2 . . . xi . . . x1 x0

yn−1 yn−2 . . . yi . . . y1 y0

ɓিতটা i এর জɎ x এর i-তম িবট xi এবং y এর i-তম িবট yi হেল, যিদ y ⊆ x হেত হয়, তাহেল
(xi, yi) এর জɎ িঠক ৩িট অপশন আেছ – (0, 0), (1, 0), (1, 1)। েযেহতু ɓিতটা i এর জɎ ৩িট
অপশন, আর এমন িসȻাɁ আমােদর n বার িনেত হেব তাই আমরা বলেত পাির T (n) = 3n।

9.3 O(n2n) িডিপ সিলউশন

আমরা চাইেল একটু অɎভােব িরকািসর্ভ উপােয় একটা মাʅ mask-এর সব সাবমােʅর েজনােরট করেত
পাির। আমরা সাবমােʅর িবটগুেলা এেক এেক িঠক করেবা (ধেরা বাম েথেক ডােন), এর জɎ আমােদর
বয্াǻয্ািকং ফাংশেন ২িট িজিনস থাকেত হেব একটা হেলা ইনেডǳ i, যার মােন আমরা (n, i]২ িবটগুেলা
িফǳ কের েফেলিছ, এখন i − 1 তম িবটিট বাছাই করেবা। আেরকটা আগুর্েমন্ট হেব একটা িবটমাʅ
েযটার (n, i] িবটগুেলা হেব বাছাইকৃত িবটগুেলার সমান, আর (i, 0] িবটগুেলা হেব mask িবট গুেলার
সমান। যখন আমরা submask-এর (i − 1)-তম িবট submaski−1 িক হেব তা িঠক করেত যােবা
তখন আমােদর ২টা েকইস থাকেব (mask এর t-তম িবটেক maskt িদেয় ɓকাশ করিছ আমরা):

maski−1 = 0 এেǸেȳ আমােদর আর েকান অপশন েনই, submaski−1-ও 0 হেত হেব।
maski−1 = 1 এেǸেȳ আমােদর ২িট অপশন আেছ – submaski−1 0 বা 1 ২িটই হেত পাের।

i = 0 হেয় েগেল বুঝেবা submask এর সব িবট িফǳ করা হেয় িগেয়েছ। িনেচ এই বয্াǻয্ািকং-এর
C++ েকাড েদওয়া হেলাঃ

int n;
vector<int> submasks;
void backtrack(int i, int mask) {

if(i == 0) {
// everything is fixed, mask is a submask of the initial mask
submasks.push_back(mask);

} else {
if(mask >> (i+1) & 1) { // i-th bit of mask is on

backtrack(i+1, mask); // i-th bit of submask is also on
backtrace(i+1, mask ˆ (1 << (i-1))); // i-th bit of submask if off

} else {
backtrack(i+1, mask); // nothing to do

২এই আেলাচনায় আমরা ইন্টাভর্াল েনােটশনেক একটু িভɇভােব (িরভাসর্ ইন্টারভাল বলা যায়) বয্বহার করিছ. . . েযমন,
(n, i] বলেত n − 1, n − 2, . . . , i + 1, i এই ইিন্টজার গুেলােক বুঝােনা হেȎ। আসেল িবটগুেলা বাম েথেক ডােন বড়
েথেক েছাট অডর্াের নাɣািরং করা বেল এভােব িলখেল সুিবধা।
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}
}

}
...
submasks.clear();
backtrack(n, some_mask);
// submasks will contain all the submasks of some_mask

এখান েথেক আশা কির বুঝেত পারেছা একটা িডিপ সিলউশন বানােনা সɤব। বয্াǻয্ািকং-এর ফাংশেন
েযই আগুর্েমন্টগুেলা বয্বহার কেরিছ েসগুেলাই হেব আমােদর িডিপ েʇট। dp[i, mask] এর সংȗা হেলা,
এমন সব মােʅর েযাগফল, েযগুেলার (n, i] িবটগুেলা িফǳ করা হেয় িগেয়েছ, অথর্াৎ হুবুহু mask এর
(n, i] তম িবট গুেলার সমান, এবং (i, 0] িবটগুেলা mask এর (i, 0] তম িবট গুেলার সাবমাʅ। i > 0

এর েǸেȳ িডিপর ফমুর্লা হেবঃ

dp[i, mask] =

dp[i− 1, mask] if maski−1 = 1

dp[i− 1, mask] + dp[i− 1, mask− 2i−1] if maski−1 = 0

, আর েবইস েকইস হেব i = 0 হেলঃ

dp[0, mask] = f(mask)

সবার েশেষ f̂(mask) = dp[n, mask] হেব। িনেচ C++-এ এর িরকািসর্ভ ইমিɐেমেন্টশন েদওয়া হেলাঃ

int mem[n+1][1 << n];
int dp(int i, int mask) {

int& ret = mem[i][mask];
if(ret != -1) return ret;
if(i == 0) return ret = f[mask];
if(mask >> (i-1) & 1) {

ret = dp(i-1, mask) + dp(i-1, mask - (1 << (i-1)));
} else {

ret = dp(i-1, mask);
}
return ret;

}
...
// initiallize mem[][] with -1
for(int mask = 0; mask < (1 << n); ++mask) {

fhat[mask] = dp(n, mask);
}

বটম আপ ইমিɐেমেন্টশনেক অপিটমাইজ কের O(2n) েমেমািরেতই f̂ কয্াɬুেলট করা সɤব।

for(int mask = 0; mask < (1 << n); ++mask) {
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dp[0][mask] = f[mask];
}
for(int i = 1; i <= n; ++i) {

for(int mask = 0; mask < (1 << n); ++mask) {
if(mask >> (i-1) & 1) {

dp[i][mask] = dp[i-1][mask] + dp[i-1][mask - (1 << (i-1))];
} else {

dp[i][mask] = dp[i-1][mask];
}

}
}
// fhat = dp[n]

েযেহতু dp[i][...] কয্াɬুেলট করার জɎ শুধু dp[i-1][...] ɓেয়াজন হেȎ, তাই আমরা
dp[2][1 << n] 2D অয্াের বয্বহার কেরই ইমিɐেমন্ট করেত পািরঃ

for(int mask = 0; mask < (1 << n); ++mask) {
dp[0][mask] = f[mask];

}
for(int i = 1; i <= n; ++i) {

for(int mask = 0; mask < (1 << n); ++mask) {
if(mask >> (i-1) & 1) {

dp[i & 1][mask] = dp[∼i & 1][mask] + dp[∼i & 1][mask - (1 << (i-1))];
} else {

dp[i & 1][mask] = dp[∼i & 1][mask];
}

}
}
// fhat = dp[n & 1]

9.4 হাইপারিকউব এবং িɓিফǳ সাম

ধেরা আমােদরেক একটা অয্াের A (0-indexed) েদওয়া আেছ, এবং বলা হেলা A এর িɓিফǳ সাম
অয্াের কয্াɬুেলট কেরা। অথর্াৎ এমন একিট অয্াের P কয্াɬুেলট কেরা যােত P (i) =

∑i
j=0 Aj

হয়। িকভােব কির আমরা? P (0) = A(0) েসট কের বািক P (i) গুেলা কয্াɬুেলট করার জɎ
P (i) = P (i− 1) + A(i) এই িরকাশর্নিট বয্বহার কির।

P[0] = A[0];
for(int i = 0; i < n; ++i)

P[i] = P[i-1] + A[i];

আলাদা একিট অয্াের P না বািনেয় A-েতই যিদ আমরা িɓিফǳ সাম েʇার করেত চাই তাহেল েকাডটা

65



হেব এমন:

for(int i = 0; i < n; ++i) {
if(i != 0) A[i] += A[i-1];

}

এবার ধেরা েতামােক একিট n × m সাইেজর িȄড G েদওয়া আেছ (আবারও 0-indexed,
অথর্াৎ G[0 . . . (n− 1), 0 . . . (m− 1)]), আর বলা হেলা G এর িɓিফǳ সাম অয্াের P কয্াɬুেলট
কেরা, েযখােন P [x, y] =

∑x
i=0

∑y
j=0 G[i, j] হেব। এই েǸেȳ এমরা সাধারণত িɓিɈপাল অফ

ইনǵুশন-এǳǵুশন িদেয় P কয্াɬুেলট কের থািক, েযমন P এর ɓথম েরা এবং ɓথম কলােমর ভয্ালুগুেলা
1D িɓিফǳ সাম বয্বহার কের কয্াɬুেলট করার পর P [x > 0, y > 0] এর ভয্ালুগুেলা কয্াɬুেলট করেত
আমরা এই িরকাশর্নিট বয্বহার করা হয়:

P [x, y] = P [x− 1, y] + P [x, y − 1]− P [x− 1, y − 1] +G[x, y]

এটা ছাড়াও আমরা আেরকিট উপায় P েবর করেত পাির। এর জɎ আমােদর আরও কেয়কিট 2D অয্াের
িডফাইন করেত হেব:

→ G এর েরা গুেলার িɓিফǳ সােমর িȄড R, অথর্াৎ, R[x, y] =
∑y

i=0 G[x, i]।

→ R এর কলামগুেলার িɓিফǳ সােমর িȄড C, অথর্াৎ, C[x, y] =
∑x

i=0 R[i, y]।

একটু েখয়াল করেল বুঝেব C িȄডিটই হেলা G এর িɓিফǳ সাম িȄড, অথর্াৎ, C = P । C++
ইমিɐেমেন্টশন:

// i = row, j = column
for(int i = 0; i < n; ++i) {

R[i][0] = A[i][0];
for(int j = 1; j < m; ++j) {

R[i][j] = R[i][j-1] + A[i][j];
}

}
for(int j = 0; j < m; ++j) {

C[0][j] = R[0][j];
for(int i = 1; i < n; ++i) {

C[i][j] = C[i-1][j] + R[i][j];
}

}

িȺতীয় 2D for-লুপ ২িটেক আমরা েসায়াপ কের িদেত পাির:

for(int j = 0; j < m; ++j)
C[0][j] = R[0][j];

for(int i = 1; i < n; ++i) {
for(int j = 0; j < m; ++j) {
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A

R[2, 2] = A[2, 0] + A[2, 1] + A[2, 2]

C[2, 2] = R[0, 2] + R[1, 2] + R[2, 2]

= A[0, 0] + A[1, 0] + A[2, 0]

+ A[0, 1] + A[1, 1] + A[2, 1]

+ A[0, 2] + A[1, 2] + A[2, 2]

িচȳ 9.1: G→ R→ C
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C[i][j] = C[i-1][j] + R[i][j];
}

}

এমনিক আলাদা আলাদা অয্াের R, এবং C বয্বহার না কেরই শুধু A এর উপর অপােরশনগুেলা অয্াɐাই
কেরই A েতই িɓিফǳ সাম েʇার করা সɤব:

// first operation: A --> R
for(int i = 0; i < n; ++i) {

for(int j = 0; j < m; ++j) {
if(j != 0) A[i][j] += A[i][j-1];

}
}
// second operation: R --> C
for(int i = 0; i < n; ++i) {

for(int j = 0; j < m; ++j) {
if(i != 0) A[i][j] += A[i-1][j];

}
}

একিট পয্াটানর্ িক েদখেত পােȎা? আমরা িকʝ 3D অয্ােরর জɎও একইভােব িɓিফǳ সাম কয্াɬুেলট
করেত পারেবা! েযমন:

for(int i = 0; i < lim_x; ++i) {
for(int j = 0; j < lim_y; ++j) {

for(int k = 0; k < lim_z; ++k) {
if(i != 0) a[i][j][k] += a[i-1][j][k];

}
}

}
for(int i = 0; i < lim_x; ++i) {

for(int j = 0; j < lim_y; ++j) {
for(int k = 0; k < lim_z; ++k) {

if(j != 0) a[i][j][k] += a[i][j-1][k];
}

}
}
for(int i = 0; i < lim_x; ++i) {

for(int j = 0; j < lim_y; ++j) {
for(int k = 0; k < lim_z; ++k) {

if(k != 0) a[i][j][k] += a[i][j][k-1];
}

}
}
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9.4.1 িɓিফǳ সােমর সােথ সাম ওভার সাবেসেটর সɡকর্

হাইপারিকউব হেলা n-ডাইেমনশেনর একিট িকউব যার 2n-িট শীষর্ (vertex) {0, 1}n িবʮগুেলােত
অবিʉত। েযমন িনেচর িচেȳ n = 1, 2, 3, 4 এর উদাহরণ েদখােনা হেলা:

েযমন, আমােদর আেগর আেলাচনায় 1D অয্ােরর েǸেȳ n = 2 িকংবা 2D অয্ােরর েǸেȳ
(n,m) = (2, 2), এমনিক 3D অয্ােরর েǸেȳ (limx, limy, limz) = (2, 2, 2) হেল েসগুেলা
এেককিট হাইপারিকউব হেয় েযত।

ɓিতটা n েলংেথর িবটমাʅেক আমরা n-ডাইেমনশেনর হাইপারিকউেবর একিট ‘‘েসল” বলেত পাির।
আর এভােব যিদ একিট িবটমাʅেক একিট েসল িহেসেব িডফাইন কির, তাহেল েখয়াল করেব, েসই
িবটমােʅর ɓিতিট সাবেসট হেলা হাইপারিকউেবর মেধয্ (0, 0, . . . , 0) পেয়ন্ট েথেক ওই িবটমােʅর
পেয়ন্ট পযর্Ɂ সব েসল বা vertex এর একিট। অথর্াৎ, একিট হাইপারিকউব f এর িɓিফǳ সােমর
হাইপারিকউব হেলা f̂ = ζ(f)। 2D বা 3D এর মেতা একইভােব n-ডাইেমনশেনর জɎও আমরা
িɓিফǳ সাম কয্াɬুেলট করেত পাির। িনেচ কেমন্ট সহ এর C++ েকাড েদওয়া হেলা:

for(int i = 0; i < n; ++i) { // iterate on the dimensions
for(int mask = 0; mask < (1 << n); ++mask) { // iterate over all the

points
if(mask >> i & 1) {

/* similar to g[i][j][k] += g[i-1][j][k], g[i][j][k] += g[i][j-1][k],
* and g[i][j][k] += g[[i][j][k-1] */

f[mask] += f[mask - (1 << i)];
}

}
}
// we have applied zeta transformation on f; now fhat[x] = f[x]
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9.5 Möbius Inversion

এককথায়, ζ−1(f̂) বা µ(f̂) = f। আমােদরেক f̂ েদওয়া থাকেল এমন একটা f কয্াɬুেলট করেত
হেব েযন ζ(f) = g হয়। f̂ 7→ f এই ȟাɈফরেমশনেকই Möbious inversion বলা হয়। েযেহতু
এটােক Möbius inversion বলা হেȎ, তাই zeta transform-েক Möbius transform-ও বলা
যায়।

ɓথম ɓɵ হেলা আমরা িক আসেলই এমন ফাংশন েবর করেত পারেবা িকনা, বা পারেলও সবসময়ই
পারেবা িকনা। এটা বুঝার জɎ একটা উপায় হেলা িলিনয়ার অয্ালেজɜার ভাষায় িচɁা করা। ফাংশন f

েক আমরা একিট 2n × 1 সাইেজর কলাম েভǱর f⃗ িদেয় ɓকাশ করেত পাির, েযখােন

f⃗ =


f(0)

f(1)
...

f(2n − 1)


একইভােব f̂ েক কলাম েভǱর ⃗̂

f িদেয় ɓকাশ করা যােব। এবার েখয়াল করেল েদখেব, f⃗ 7→ ⃗̂
f

একিট িলিনয়ার ȟাɈফরেমশন। এর ȟাɈফরেমশন ময্ািȟǳ ζ েক আমরা এভােব সংȗািয়ত করেত পাির:
ζ[x, y] = 1 যিদ y ⊆ x হয়, নাহেল ζ[x, y] = 0। তাহেল,

⃗̂
f = ζf⃗

এই ȟাɈফরেমশন ময্ািȟǳ ζ এর ইনভাসর্ ময্ািȟǳ ζ−1 = µ িবদয্মান (invertible), কারণ েখয়াল
করেল েদখেব ζ একিট lower triangular ময্ািȟǳ যার diagonal-এ সব 1। সুতরাং আমরা বলেত
পাির, ɓেতয্ক ফাংশন f̂ এরই Möbius inversion আেছ।

f⃗ = ζ−1 ⃗̂f = µ
⃗̂
f

এটা ছাড়াও অɎ একভােব zeta transform এর ইনভাসর্ েকন আেছ তা বয্াখয্া করেত পাির।
আেগর েসকশেন আমরা zeta transform এর েকাড েদেখিছ, েযটা f -এর উপর িকছু ময্াথময্ািটকয্াল
অপােরশন অয্াɐাই কের েসটােক f̂ েত রূপাɁর কেরেছ। n-িবেটর িবটমােʅর ফাংশন f এর zeta
transform েক আমরা n · 2n−1 টা িবটমােʅর েপয়ার িদেয় ɓকাশ করেত পাির:

(x1, y1)

(x2, y2)
...

(xn2n−1 , yn2n−1)

যার মােন হেলা িনেচর অপােরশন গুেলা Ƿমাɉেয় f অয্ােরর উপর অয্াɐাই করা:

f[x1] := f[x1] + f[y1]

f[x2] := f[x2] + f[y2]
...

f[xn2n−1 ] := f[xn2n−1 ] + f[yn2n−1 ]
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েযেহতু েযাগ (+) অপােরটেরর ‘‘ইনভাসর্” অপােরটর (-) আেছ, এবং এই িলেʇ সব i এর জɎই
xi 6= yi, তাই আমরা এই িলেʇর ইনভাসর্ িলʇ িলখেত পারেবা:

f[xn2n−1 ] := f[xn2n−1 ]− f[yn2n−1 ]

f[xn2n−1−1] := f[xn2n−1−1]− f[yn2n−1−1]
...

f[x1] := f[x1]− f[y1]

এখান েথেক আশা কির বুঝেত পারেছা zeta transforma এর েকােডর লুপ গুেলােক উɪা অডর্াের
িলখেলই আমরা আবার f েপেয় যােবা!

for(int i = n-1; i >= 0; --i) {
for(int mask = (1 << n) - 1; mask >= 0; --mask) {

if(mask >> i & 1) {
fhat[mask] -= fhat[mask - (1 << i)];

}
}

}
// we’ve inverted fhat; now f[x] = fhat[x]

9.6 েসট িদেয় Zeta Transform-এর বয্াখয্া এবং Möbius Inversion
এর ফমুর্লা

Zeta transform-এর সাবেসটেক পিরবতর্ন কের সুপারেসট কের িদেয় আমরা ζ⊇-transform িডফাইন
করলাম ধেরা। অথর্াৎ, f̂ = ζ⊇(f), েযখােন

f̂(x) =
∑
y⊇x

f(y)

আমরা ζ-transform এবং ζ-inversion (Möbius inversion) িনেয় কথা না বেল ζ⊇-transform
এবং তার সংিɹɽ ইনভাশর্ন িনেয় আেলাচনা করেবা এই েসকশেন, কারণ ২টা িজিনসই একটা েথেক
আেরকটায় কনভাটর্ করা যায়।

ধেরা েতামার কােছ n-টা েসট A0, A1, . . . , An−1 আেছ। আমরা বণর্নার সুিবধােথর্ একিট েনােটশন
িডফাইন কের েনওয়া যাক – N এর সব সাবেসট J এর জɎ AJ হেলা J-েত েযই ইনেডǳ গুেলা
আেছ, েসই েসট গুেলার ইন্টারেসকশন। অথর্াৎ,

AJ =
⋂
j∈J

Aj

িবেশষ কের A∅ = ∅। এবার আমরা Ai গুেলােক এমন ভােব িডফাইন করেবা েযন েসগুেলা সব
J ⊆ N এর জɎ িনেচর শতর্িট পূরণ কের:
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ধেরা t হেলা এমন সব উপাদােনর সংখয্া, েযগুেলা এমন সব েসট Aj এর ɓেতয্কিটেতই আেছ
েযখােন j ∈ J িকʝ এমন সব েসট Aj এর একিটেতও েনই েযখােন j 6= J। অেনকটা এভােব
বলা যায়: ‘‘েযসব উপাদান িবেশষভােব শুধুমাȳ Aj েসট গুেলােতই আেছ, েযখােন j ∈ J ’’।
েসট িথওিরর ভাষায় বলেল হয়:

t =

∣∣∣∣∣
(⋂

j∈J

Aj

)
\

(⋃
j ̸=J

Aj

)∣∣∣∣∣
t এর মান f(J) এর সমান হেত হেব।

েসটগুেলার েভন ডায়াȄােমর আর িকছু িজিনস িডফাইন কের েনয়াও যাক। েকান একটা J ⊆ N এর
জɎ েভন ডায়াȄােম R =

∣∣∣(⋂j∈J Aj

)
\
(⋃

j ̸=J Aj

)∣∣∣ েযই অȚলটুকু দখল করেব েসটােক আমরা

একটা েফস (face) বলেবা। একটা উেɫখেযাগয্ ৈবিশɽয্ হেলা েফস গুেলা িডসজেয়ন্ট (disjoint), অথর্াৎ
২িট েফস-এর মেধয্ েকান সাধারণ উপাদান েনই। েফস বলার কারণ হেȎ, েযেকােনা সংখয্ক েসেটর জɎ
েভন ডায়াȄাম এমন ভােব আঁকা সɤব যােত R এর অȚলটা আবȻ এবং কােনেǱড হয়। 2D েɐন-এ
এমন অȚলেক েফস বলা হয়।

িচȳ 9.2-এ f{0,2}, f{1,2,3} এবং f{3} এর এলাকােক ছায়া িদেয় েলেবল কের েদখােনা হেয়েছ।

িচȳ 9.2: A0, A1, A2, A3 এর সংȗা অনুযায়ী কেয়কিট J এর জɎ f(J) এর উদাহরণ।
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9.6.1 Zeta Transform

ধেরা আমরা f̂{0,3} এর মান েবর করেত চািȎ। তাহেল েযটা হেব তা িচȳ 9.3-েত েদখােনা হেলা:
f̂{0,3} = A0 ∩ A3 পাওয়া যায়! আর কেয়কটা এভােব এেক েদখেল বুঝেত পারেব সব J এর জɎ

িচȳ 9.3: f̂{0,3} = f{0,3} + f{0,1,3} + f{0,2,3} + f{0,1,2,3}

f̂(J) =
∣∣∣⋂j∈J Aj

∣∣∣ হয়। িচȳ 9.4-এ এমন আর কেয়কিট f̂(J) এর উদাহরণ েদখােনা হেয়েছ।
সুতরাং, ζ⊇-transform হেলা:

f(J) =

∣∣∣∣∣
(⋂

j∈J

Aj

)
\

(⋃
j ̸=J

Aj

)∣∣∣∣∣
ζ⊇

7−→

f̂(J) =

∣∣∣∣∣⋂
j∈J

Aj

∣∣∣∣∣
অɎভােব বলেল:

face ζ7−→ intersection of sets

9.6.2 Möbius Inversion

েসট এবং েফস-এর ভাষায় möbius inversion তাহেল হেব:

intersection of sets µ7−→ face

এখন েযেহতু আমরা বুঝেত পারিছ zeta transform এর মাধয্েম ɓিত J এর জɎ f(J) venn
diagram-এর েকান অংশ হেত ȟাɈফমর্ হেয় েকান অংেশ যােȎ, তাই এটােক কােজ লািগেয় আমরা f̂
এর অংশগুেলা েথেক f এর অংশ গুেলা েবর করার েচɽা করেবা। মূলত এখন সমʒাটা দাঁড়ােলা এই:
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িচȳ 9.4: কেয়কিট f̂(J) এর উদাহরণ

যিদ ɓিতিট J ⊆ N এর জɎ
∣∣∣⋂j∈J Aj

∣∣∣ েদওয়া থােক, তাহেল ɓিতিট J ⊆ N এর জɎ∣∣∣(⋂j∈J Aj

)
\
(⋃

j ̸=J Aj

)∣∣∣ কয্াɬুেলট করেত হেব।

এটা খুব সহেজই িɓিɈপাল অফ ইনǵুশন-এǳǵুশন িদেয় করা যায়। েযমন, যিদ n = 4 এর েǸেȳ
f{0,2} কয্ɬুেলট করেত চাই তাহেল ɓথেমই f̂{0,2} েক আমােদর েযাগফেল েযাগ করেবা। এরপর f̂{0,2}
েথেক f{0,2,3}, f{0,1,2}, f{0,1,2,3} গুেলা বাদ েদওয়ার জɎ f̂{0,1,2} এবং f̂{0,2,3} িবেয়াগ িদেবা।
িকʝ এরপর আবার f{0,1,2,3} একবার েবিশ িবেয়াগ হেয় িগেয় থাকেব। েসটা িঠক করার জɎ আবার
f̂{0,1,2,3} েযাগ করেত হেব। সব িমিলেয় হেব:

f{0,2} = f̂{0,2} − f̂{0,1,2} − f̂{0,2,3} + f̂{0,1,2,3}

সাধারণ ভােব বলেল:
f(X) =

∑
Y⊇X

(−1)|Y \X|f̂(Y )

এটাই µ⊇-inversion ফমুর্লা! এটােক এভােবও েদখেত পােরা: AX হেলা ইউিনভাসর্াল েসট, আর AY

(েযখােন Y ⊃ X এবং |Y | = |X| + 1) গুেলা হেলা ɓাইমাির েসটসমূহ। এখন, f(X) েবর করেত
চাওয়ার মােন হেলা ɓাইমাির েসটগুেলার ইউিনয়েনর কমিɐেমন্ট েবর করা।

অনুরূপভােব µ⊆ বা ǵািসকয্াল Möbius inversion ফমুর্লা হেব:

f(X) =
∑
Y⊆X

(−1)|X\Y |f̂(Y )
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9.7 ফাʇ সাবেসট কনভলুয্শন (Fast Subset Convolution)

দুিট ফাংশন f এবং g েদওয়া থাকেল এেদর subset convolution (f ∗ g)-েক িডফাইন করা হয়
এভােব:

(f ∗ g)(S) =
∑
T⊆S

f(T )g(S \ T )

অথবা অɎভােব িলখেল:

(f ∗ g)(S) =
∑

U,V⊆S
U∪V=S
U∩V=∅

f(U)g(V )

=
∑

U,V⊆S
U∪V=S

|U |+|V |=|S|

f(U)g(V )

2006 সােল Björklund et al. [1] একিট েপপার পাবিলশ কেরন েযখােন তারা O(n22n) কমেɐ-
িǳিটেত সাবেসট কনভলুয্শন েবর করার একটা উপায় েদখান। এই েসকশেন েসটা িনেয়ই আেলাচনা করা
হেব।

ɓথেমই িকছু ɓেয়াজনীয় ফাংশন িডফাইন কের েনওয়া যাক। f এর র য্াȇড Möbius transform
f̂ [i, S] েক এভােব সংȗািয়ত করা হেলা:

f̂ [i, S] =
∑
T⊆S
|T |=i

f(T )
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েযখােন i = 0, 1, 2, . . . , n এবং S ⊆ N। একইভােব ĝ[i, S] সংȗািয়ত করা হেলা।

এবার িকছুটা অȷুত একটা ফাংশন pk(S) সংȗািয়ত করেবা (েযখােন i = 0, 1, 2, . . . n এবং
S ⊆ N):

pk(S) =
∑

U,V⊆S
U∪V=S

|U |+|V |=k

f(U)g(V )

একটু অȷুত হেলও িকছুǸণ পেরই বুঝেত পারবা এটা কতটা পাওয়ারফুল একটা ফাংশন। িবেশষ কের,
আমরা িকʝ এখােন বেল েদইিন U আর V িডসজেয়ন্ট (disjoint) হেত হেব; এরা ওভারলয্াপ করেত
পাের, এটা েখয়াল েরেখা। আেরকিট েখয়াল করার িবষয় হেলা p|S|(S) = (f ∗g)(S)। েডফিনশনটােক
একটু অɎভােব িলখেল হেব:

pk(S) =
k∑

i=0

∑
U⊆S
|U |=i

∑
V⊆S

|V |=k−i
U∪V=S

f(U)g(V )

েপপারিটেত েদখােনা হেয়েছ র য্াȇড েমািবয়াস ȟাɈফমর্ গুেলা বয্বহার কের সহেজই ɓিত k এর
জɎ pk এর zeta/möbius transform p̂k কয্াɬুেলট কের েনওয়া যায়। আর এর পর শুধু p̂k এর
möbius inversion িনেলই কাজ েশষ।

p̂k(S) =
∑
T⊆S

pk(T )

=
∑
T⊆S

k∑
i=0

∑
U⊆T
|U |=i

∑
V⊆T

|V |=k−i
U∪V=T

f(U)g(V )

=
k∑

i=0

∑
T⊆S

∑
U⊆T
|U |=i

∑
V⊆T

|V |=k−i
U∪V=T

f(U)g(V )

=
k∑

i=0

∑
U⊆S
|U |=i

∑
V⊆S

|V |=k−i

f(U)g(V )

=
k∑

i=0

∑
U⊆S
|U |=i

f(U)


 ∑

V⊆S
|V |=k−i

g(V )


=

k∑
i=0

f̂ [i, S] · ĝ[k − i, S]

ɓিত i এর জɎ f̂ [i, . . . ] এবং ĝ[i, . . . ] কয্াɬুেলট করেত O(n2n) টাইম লাগেব। সুতরাং সব
i এর জɎ েমাট টাইম লাগেব O(n22n)। এরপর f̂ এবং ĝ েথেক p̂k কয্াɬুেলট করেত O(n22n)

কমেɐিǳিট লাগেব। সব েশেষ, সব k এর জɎ pk এর möbius inversion িনেত েমাট সময় লাগেব
O(n22n)। তাই এই অয্ালগিরদেমর কমেɐিǳিট হেলা O(n22n)। িনেচ এিটর C++ েকাড েদওয়া হেলা:
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// given f[], g[], find fg[]
// initialize fhat[][] and ghat[][] with 0s
for(int mask = 0; mask < (1 << n); ++mask) {

fhat[__builtin_popcount(mask)][mask] = f[mask];
ghat[__builtin_popcount(mask)][mask] = g[mask];

}
// calculate ranked mobius transforms of f and g
for(int i = 0; i <= n; ++i) {

for(int j = 0; j < n; ++j) {
for(int mask = 0; mask < (1 << n); ++mask) {

if(mask >> j & 1) {
fhat[i][mask] += fhat[i][mask - (1 << j)];
ghat[i][mask] += ghat[i][mask - (1 << j)];

}
}

}
}
// initialize phat[][] with 0s
for(int k = 0; k <= n; ++k) {

for(int mask = 0; mask < (1 << n); ++mask) {
for(int i = 0; i <= k; ++i) {

phat[k][mask] += f[i][mask] * g[k-i][mask];
}

}
}
// take mobius inversion of phat[k][] for each k
for(int k = 0; k <= n; ++k) {

for(int i = n-1; i >= 0; --i) {
for(int mask = (1 << n) - 1; mask >= 0; --mask) {

if(mask >> i & 1) {
phat[k][mask] -= phat[k][mask - (1 << i)];

}
}

}
}
// now, fg[mask] = phat[__builtin_popcount(mask)][mask]
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9.8 িকছু উদাহরণ

উদাহরণ 9.2 (Or Plus Max). েতামােক একটা 2n েলংেথর ইিন্টজার িসকুেয়Ɉ A0, A1, . . . , A2n−1

েদওয়া আেছ। ɓিতটা ইিন্টজার k (1 ≤ k ≤ 2n − 1) এর জɎ কয্াɬুেলট করেত হেব: Ai +Aj এর
ময্ািǳমাম ভয্ালু, েযখােন 0 ≤ i < j ≤ 2n − 1 এবং (i | j) ≤ k। এখােন | িদেয় িবটওয়াইজ অর
বুঝােনা হেয়েছ। 1 ≤ n ≤ 18, 1 ≤ Ai ≤ 109।

সমাধান. এই ɓবেলেমর সিলউশেনর েযই অবজারেভশনটা লাগেব আমােদর, তাহ হেলা:

অবজারেভশন 9.2.1. েকান সংখয্া x যিদ y এর েচেয় েছাট অথবা সমান হয়, তাহেল েসটা েকান না
েকান একটা সংখয্া z এর সাবমাʅ েযখােন z ≤ y। অথর্াৎ,

∀x∀y((x ≤ y) =⇒ (∃z(z ≤ y ∧ x ⊆ z)))

এরপর আমােদর ɓবেলমটা দাঁড়ায়, ɓেতয্ক k এর জɎ কয্াɬুেলট করেত হেব:

g(k) = max
(i|j)⊆k
i ̸=j

Ai + Aj

= max
i,j⊆k
i ̸=j

Ai + Aj

যার মােন হেলা k সাবেসট গুেলার মেধয্ ময্ািǳমাম ২টা েবর করেত হেব। এরপর g এর িɓিফǳ
ময্ািǳমাম িনেয় িনেলই হেয় যােব। এটা করার জɎ আমরা zeta ȟাɈফেমর্র মেতা কাজ করেবা অেনকটা।
f ফাংশনিটেক একটা েসট/িবটমাʅ িদেল েসটা একটা েপয়ার িরটানর্ করেব – সবেচেয় বড় ২িট সংখয্া।
শুরুেত f(S) = {AS,−∞} থাকেব। এরপর f এর উপর zeta transform অয্াɐাই করেত হেব।
আর ২িট েপয়ার a এবং b কɣাইন করার সময় {afirst, asecond, bfirst, bsecond}-এই মািɪেসেটর
সবেচেয় বড় ২িট সংখয্া িনেত হেব।

উদাহরণ 9.3 (Innopolis Open 2019 - Cake Testing). কািরনা েকক খুব পছɃ কের। তার শহের
n িট েকেকর েদাকান আেছ। েস েমাট 2n − 1 িদন ঘর েথেক েবর হেব। িদন গুেলা 1, 2, . . . , 2n − 1

িনেয় নাɣািরং করা, এবং েদাকান গুেলা 0, 1, . . . , n−1 িদেয়। i তম িদেন েবর হেল েস j-তম েদাকােন
যােব যিদ i-এর বাইনািরেত j-তম িবট অন থােক। েকান েদাকােন েগেল েস েদাকােন থাকা সব টাইেপর
েকক একিট কের খায়। অবɸ একই টাইেপর েকক একািধক েদাকােন থাকেত পাের। িদন েশেষ েস েনাট
কের, সারািদেন েস কয়টা িভɇ িভɇ টাইেপর েকক েখেয়েছ (একই টাইেপর েকক একািধক েদাকােন েখেয়
থাকেলও একবারই িহসােব েযাগ হেব)। i-তম িদেনর জɎ এই সংখয্ািট হেলা ai। েতামােক যাচাই করেত
হেব ai এর ভয্ালু গুেলা সামȜʒপূণর্ িকনা। অথর্াৎ, আমরা যিদ i-তম েদাকােন পাওয়া যায় এমন েকেকর
টাইপগুেলার েসটেক Si িদেয় ɓকাশ কির েযখােন Si হেলা ʍাভািবক সংখয্ার েসট, তাহেল েতামােক েবর
করেত হেব এমন েকােনা েসেটর িসকুেয়Ɉ [S1, S2, . . . , S2n−1] আেছ িকনা েযগুেলা ɓিত mask এর
জɎ িনেচর শতর্ েমেন চেল: ∣∣∣∣∣∣

⋃
j, maskj=1

Sj

∣∣∣∣∣∣ = ai (9.8.১)

যিদ েথেক থােক, তাহেল এমন একিট েসেটর িসকুেয়Ɉ িɓন্ট করেত হেব। n ≤ 19, 1 ≤ ai ≤ 1000।
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সমাধান. ধেরা ইউিনভাসর্াল (universal) েসট U =
⋃2n−1

i=1 Si। ɓথেমই েখয়াল কেরা, িড মরগােনর
ল’ বয্বহার কের আমরা 9.8.১-শেতর্র েসট ইউিনয়ন গুেলােক েসট ইন্টারেসকশন বািনেয় েফলেত পাির।
অথর্াৎ, ∣∣∣∣∣∣

⋃
j, maskj=1

Sj

∣∣∣∣∣∣ = ai ⇔

∣∣∣∣∣∣
⋂

j, maskj=1

Sj

∣∣∣∣∣∣ = ai

েযখােন ai = |U | − ai। অɎিদেক, িকছু েসেটর সবরকম ইন্টারেসকশেনর সাইজ িদেয় েদওয়া মােন
একটা ফাংশেনর zeta transform েদওয়া আেছ, আর েসটার উপর möbius inversion অয্াɐাই
কের আমরা েসটগুেলার েভন ডায়াȄােমর 2n- টা িবিȎɇ (disjoint) েফস (face) এর সাইজ েবর কের
েফলেত পাির। আবার ɓিতটা েসট েসসব disjoint face এর ইউিনয়ন। সুতরাং ɓিতটা disjoint face
এর সাইজ েবর কের েফলেত পারেল েসগুেলােত সুিবধা মেতা ʍাভািবক সংখয্া বাছাই কের িদেত পারেবা
এবং সহেজই Si গুেলা েবর কের েফলা যােব।

উদাহরণ 9.4 (Generalization of COCI - Kosare). N েলংেথর একটা ইিন্টজার অয্াের a

েদওয়া আেছ, েযখােন n ≤ 106, 0 ≤ ai < 220। ɓেতয্ক সংখয্া k এর জɎ েতামােক েবর করেত
হেব a এর এমন কয়টা সাব-িসকুেয়Ɉ আেছ েযগুেলার or-sum k।

সমাধান. ধেরা c(x) হেলা a েত x কয়বার আেছ তার সংখয্া। ĉ = ζ(c) হেল f̂(x) = 2ĉ(x) হেলা
এমন কয়টা সাব-িসকুেয়Ɉ আেছ, যােদর or-sum x এর সাবমাʅ। ধেরা f(x) হেলা এমন কয়টা
সাবিসকুেয়Ɉ আেছ, যােদর or-sum বরাবর x। তাহেল েখয়াল করেল েদখেব, f̂ = ζ(f)। µ(f̂) েবর
করেলই আমরা অয্াɈার েপেয় যােবা।

উদাহরণ 9.5 (USACO 2012 - Skyscraper). n টা গরু আেছ িনচতলায়, সবেচেয় কম সংখয্ক
বার িলফট বয্বহার কের তােদরেক উপর তলায় িনেত হেব। i-তম গরুর ওজন হেȎ wi িনউটন, আর
িলফেটর কয্াপািসিট হেȎ W িনউটন। n ≤ 18, wi ≤ W , W ≤ 100 000 000।

সমাধান. 3n সিলউশন: dp(S), যার মােন হেলা S-এ থাকা গরুগুেলা িলফট িদেয় উঠােত িমিনমাম
কয়বার িলফট বয্বহার করেত হেব। িরকাশর্ন হেলা:

dp(S) = min
T⊆S
T ̸=∅∑

i∈T wi≤W

dp(S \ T ) + 1

একটু অɎভােব িচɁা করেল এরকম িকছু করেত পাির: েʇেট থাকেব েকান েকান গরু বািক আেছ
েসটার েসট, আর বতর্মােন েযই গরুর বয্াচ েখালা হেয়েছ েসটার ওজেনর েযাগফল। এগুেলা মাথায় েরেখ
বািক গরুগুেলা িমিনমাম কয়টা বয্ােচ ভাগ করা যায়। িকʝ এভােব করেত েগেল আবার O(2nnW )

কমেɐিǳিট টাইেপর িকছু হেয় যােব।

এখন আমরা িডিপর েʇট-ভয্ালু েসায়ােপর িȟক বয্বহার করেবা: f̂i(S) িদেয় বুঝােনা হেব: i টা
িলফেটর মেধয্ আমরা গরুগুেলা পাঠােনার েচɽা করেবা, িকʝ যিদ না পাির তাহেল বািক েযই গরু গুেলা
েথেক যােব তােদর ওজেনর েযাগফল েযন সেবর্ািনɠ হয়। আেরǱু গুিছেয় বলেল হেব, এর মান

∑
i∈S wi

হেব যিদ i টা িলফট-রাইড িদেয়ই S এর সব গরুেক উপের পাঠােত পাির। িকʝ যিদ না পাির তাহেল
f̂i(S) এর মান হেব

∑
i∈T wi েযখােন T হেলা S এর এমন একটা সাবেসট যােত T এর সব গরুেক

i টা িলফট-রাইড িদেয়ই উপের উঠােনা সɤব।
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ধেরা আমরা fi(S) েক এমন ভােব িডফাইন কির যােত fi(S) = 0 যিদ S েক i টা িলফট-রাইড
িদেয় উঠােনা সɤব না হয়, আর fi(S) =

∑
i∈S wi যিদ i-টা িলফট-রাইড যেথɽ হয়। একটু েখয়াল

করেল েদখবা f̂i = ζmax(fi), েযখােন f̂ = ζmax(f) এর মােন হেলা:

f̂(X) = max
Y⊆X

f(Y )

এরপর একটা েসট S এর জɎ i+ 1-টা িলফট-রাইড যেথɽ িকনা েচক করার জɎ
∑

i∈S wi −
f̂i(S) ≤ W িকনা েচক করেলই হেব।

উদাহরণ 9.6 (Codeforce - AND Graph). েতামােক m (1 ≤ m ≤ 2n) সাইেজর একটা েসট
A = {a1, a2, a3, . . . , am} েদওয়া আেছ, েযখােন 0 ≤ ai < 2n এবং n ≤ 22। এই েসট েথেক
তুিম n-টা েনােডর একটা bidirectional Ȅাফ G বানাবা, েযখােন েনােডর েসট হেলা A, এবং u েথেক
v এর মেধয্ এজ থাকেব যিদ এবং েকবল যিদ x & y = 0 হয়। G-েত কয়টা কােনেǱড কেɡােনন্ট
আেছ তা েবর করেত হেব।

সমাধান. আমরা যথারীিত Breadth First Search করেবা। ধেরা আমরা u েনােড আিছ। এমন
সময় BFS অয্ালগিরদেম u এর অয্াডেজেসন্ট আনিভিসেটড েনাড গুেলা সব খুঁেজ েবর কের িকউ
(queue)-েত ঢুকােত হয়। এই অয্াডেজেসন্ট আনিভিসেটড েনাডগুেলা েবর করার সুিবধােথর্ আমরা আেরকিট
আন-ডাইেরেǱড Ȅাফ D বানােবা, েযটার ভােটর্ǳ েসট হেব {(i, u) | i ∈ [1, n] ∧ u ∈ [0, 2n −
1]} ∪ {(0, u) | u ∈ A}। এর মেধয্ {(0, u) | u ∈ A}-এর েনাড গুেলােক আমরা ‘‘টািমর্নাল
েনাড” বলেবা। এজ গুেলা হেব এভােব: সব i ∈ [1, n] এবং u ∈ [0, 2n − 1] এর জɎ (i, u)

েথেক (i− 1, u− 2i−1)-এ ডাইেরেǱড এজ িদব যিদ u এর (i− 1)-তম িবট অন থােক। D Ȅােফর
েনাডগুেলার একিট েসট S এর জɎ ter(S) = {u | (0, u) ∈ S} িদেয় S-এ থাকা টািমর্নাল
েনাডগুেলার েসটেক বুঝােনা হেব। যিদ G Ȅােফ u এর অয্াডেজেসন্ট এবং আনিভিসেটড েনাড গুেলা
েপেত চাই, তাহেল D Ȅােফ (n, u) েথেক িরেচবল (reachable) িকʝ এখেনা আনিভিসেটড (আবারও,
D েতই), এমন সব েনাড DFS িদেয় েবর করেবা। ধেরা এইসব েনােডর েসট হেলা R। তাহেল G

Ȅােফ u এর অয্াডেজেসন্ট এবং আনিভিসেটড েনােডর েসট হেব ter(R)। D েত এই DFS চালােনার
পর R এর েনাডগুেলা D েত িভিসেটড (visited) কের িদেত হেব। েমাট টাইম কমেɐিǳিট O(n2n)।

9.9 অনুশীলনী

অনুশীলনী 9.1 (Codechef - Beautiful Sandwich).

অনুশীলনী 9.2 (Codechef - Prefix And).

অনুশীলনী 9.3 (Omkar and Pies).

অনুশীলনী 9.4 (Pepsi Cola).
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5.3 ɓথম অভজারেভশন হেলা, দুেটা মাস i এবং j েত যিদ তুিম ২িট অফার চালু কেরা (েযখােন
i < j), তাহেল i আর j এর মেধয্ এমন েকান মাস k থাকেত পারেব না েযটােত তুিম েকান অফার চালু
কেরািন (অথর্াৎ, i < k < j হেত পারেব না)। সুতরাং েযই মাসগুেলােত তুিম চালু করবা েসগুেলা একটা
consecutive েরȜ হেব। ধেরা তুিম একটা িসকুেয়Ɉ িঠক কেরছ s0, s1, . . . , sm−1 (m ≤ n), যার
মােন হেলা ɓথম মােস তুিম sm−1-তম অফারিট চালু করেব, িȺতীয় মােস sm−2-তম... m-তম মােস
s0-তম অফারিট িনেয়ছ, তাহেল এই িসকুেয়েɈর কʇ হেবঃ

m−1∑
i=0

asi − bsi ·min(ksi , i)

এইরকম কʇ ফাংশেন এǳেচȜ আগুর্েমন্ট অয্াɐাই করেত ঝােমলা হেব, কারণ একটা min চেল এেসেছ।
েসজɎ আমরা এক কাজ করেত পাির, েযগুেলার জɎ ksi < i হেব (অথর্াৎ, তুিম যখন গািড় িনেয়
পািলেয় যােব, তার আেগই এসব অফােরর েময়াদ েশষ হেয় যােব), েসগুেলা পুরাপুির আলাদা কের
েফলা। এেদরেক ɓথম টাইেপর অফার বলেবা এখন েথেক, আর বািকগুেলােক িȺতীয় টাইেপর অফার।
এখন আেরকটা অভজারেভশন হেলা, আমরা যিদ ɓথম টাইেপর অফার গুেলা সব আেগভােগ িনেয় েফিল
তাহেল আমােদর েকান লস হেব না। আেরকটা Ƿুশাল িবষয় হেলা, এখন আমরা ধের িনেত পাির ɓথম
টাইেপর অফার গুলা আমােদর েমাট েযাগফেল ai− bi ·ki কিন্ȟিবউট করেব, আর এই িজিনসটা পুরাপুির
ইিন্ডেপেন্ডন্ট – এই অফার েকান মােস েনয়া হেȎ তার উপর িনভর্র কের না। েকন? এমন িক হেত
পাের না েয এই অফারিটেক যখন চালু কেরিছলাম তার পের ki মাস পার হওয়ার আেগই তুিম গািড়
িনেয় পািলেয়ছ? েসরকম হেল েতা এই অফার আরও েবিশ কিন্ȟিবউট করেত পারেতা! হেত পাের, িকʝ
েযটা েখয়াল করার িবষয় তা হেলা, আমােদরেক েতা ময্ািǳমাম কʇ েবর করেত বেলেছ। এমন যিদ হয়,
আমরা েযই িফǳড কিন্ȟিবউশন ধের িনেয়িছ, তার কারেণ আসল কেʇর চাইেত িডিপেত কম অয্াড হেȎ,
তাহেল েসই সিলউশনটা অিɔমাল হেব না! িচɁা কের েদেখা এটা।

সুতরাং আমরা বলেত পািরঃ

max
s

(
m−1∑
i=0

asi − bsi ·min(ksi , i)
)

= max
p∩q=∅

∑
i∈p

ai − bi · ki +
|q|−1∑
i=0

aqi − bqi · i


এখন আমােদর q এর উপাদান গুলা িকভােব সাজােত হেব েসটা িচɁা করেত হেব। এই কʇ ফাংশেন
এǳেচȜ আগুর্েমন্ট অয্াɐাই করেল েদখেব উপাদান গুেলা bi এর decreasing অডর্াের সাজােল সবসময়
অিɔমাল হেব। এরপর খািল একটা িডিপ েলখা বািক আমােদর। শুরুেত সবিকছুেক bi িদেয় বড় েথেক
েছাট অডর্াের সাজােনার পর বাম েথেক ডােন যাবা, একটা উপাদােনর জɎ িতনটা অপশানঃ p েত িনবা,
q েত িনবা, েকানটােতই িনবা না। এছাড়াও, q েত ইেতামেধয্ কয়টা িনেয় েফেলছ েসটাও েʇেট রাখেত
হেব।
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