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অধয্ায় ১

ময্ািটৰ্ক্স এক্সেপােনিন্সেয়শন

§ ১.১ শুরুর কথা

নামটা শুনেত কিঠন মেন হেলও ময্ািটৰ্ক্স এক্সেপােনিন্সেয়শন আসেল েতমন কিঠন
িকছু না। ময্ািটৰ্ক্স সম্পেকর্ কমেবিশ সবারই জানা থাকার কথা। তারপেরও যারা
এ সম্পেকর্ জােনা না তারা ময্ািটৰ্ক্সেক 2D অয্ােরর মত িচন্তা করেত পার।
বাইের েথেক দুিট একইরকমই েদখেত। যিদ েকান ময্ািটৰ্েক্সর n িট সাির আর
m িট কলাম থােক তাহেল ময্ািটৰ্ক্সিটেক n × m ময্ািটৰ্ক্স বলা হয়। েযমন
িনেচর ময্ািটৰ্ক্সিট একিট 2× 3 ময্ািটৰ্ক্স।(

1 3 2

9 0 7

)

িঠক অয্ােরর মতই েকান ময্ািটৰ্ক্স A এর i তম সািরর j তম সংখয্ােক Ai,j

িদেয় পৰ্কাশ করা হয়। েযমন উপেরর ময্ািটৰ্েক্সর জনয্ A1,1 = 1, আবার
A2,3 = 7। ময্ািটৰ্েক্সর েযাগ, িবেয়াগও সম্ভব, তেব তুিম একিট n × m

ময্ািটৰ্েক্সর সােথ আেরকিট n×m ময্ািটৰ্ক্সই েযাগ বা িবেয়াগ করেত পারেব।
এেক্ষেতৰ্ A এবং B েযাগ কের C পাওয়া েগেল Ci,j = Ai,j +Bi,j হেত
হেব। েযমন

(
1 3

9 0

)
+

(
2 −1

3 1

)
=

(
1 + 2 3− 1

9 + 3 0 + 1

)

তেব সবেচেয় অদু্ভত হেচ্ছ ময্ািটৰ্েক্সর গুন। গুেনর েক্ষেতৰ্ একিট n × m

ময্ািটৰ্েক্সর সােথ েকবল একটা m×k ময্ািটৰ্ক্স গুন করেত পারেব এবং গুণফল
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হেব একটা n× k ময্ািটৰ্ক্স। অথর্াৎ পৰ্থম ময্ািটৰ্েক্সর কলাম সংখয্া আর িদব্তীয়
ময্ািটৰ্েক্সর সাির সংখয্া সমান হেত হেব। C যিদ A এবং B ময্ািটৰ্েক্সর গুণফল
হয় তাহেল

Ci,j =

m∑
x=1

Ai,x ×Bx,j

েযমন ধর,

(
1 3 2

9 0 7

)5 6 0 3

0 2 −1 1

1 1 4 −1

 =

(
7 14 5 4

52 61 28 20

)

এখােন 2×3 ময্ািটৰ্েক্সর সােথ 3×4 ময্ািটৰ্ক্স গুন কের 2×4 ময্ািটৰ্ক্স পাওয়া
িগেয়েছ। তেব গুণফলটা আসেল কীভােব েবর হল েসটা বুঝেত একটু েছাট
উদাহরণ েদখা যাক। িনেচর ২িট 2× 2 ময্ািটৰ্েক্সর গুণ করা যাক(

a b

c d

)(
p q

r s

)
=

(
ap+ br aq + bs

cp+ dr cq + ds

)

C2,1 এর কথা ধর। পৰ্থম ময্ািটৰ্েক্সর ২য় সািরর সংখয্াগুেলা হেচ্ছ c এবং
d, আবার িদব্তীয় ময্ািটৰ্েক্সর ১ম কলােমর সংখয্াগুেলা হেচ্ছ p এবং r। তাই
c এর সােথ p গুন কেরিছ আর d এর সােথ r গুন কেরিছ, এরপর গুণফল
দুিটেক েযাগ কের িদেয়িছ। এজনয্ই C2,1 এর মান cp+dr। অনয্ পদগুেলাও
এভােবই েবর করা যােব। (েতামরা হয়ত ভাবছ এমন অদু্ভত ভােব ময্ািটৰ্ক্স গুন
করা হয় েকন। এর উত্তর জানেত িলিনয়ার আলেজবৰ্া পড়েত হেব। চাইেল
3blue1brown এর িভিডও িসিরজিট েদখেত পােরা)।

ময্ািটৰ্ক্স গুণফেলর সবেচেয় চমদপৰ্দক িদক হল অয্ােসািসেয়িটিভিট। েযমন ধর
তুিম িতনিট ময্ািটৰ্ক্স A,B,C গুন করেত চাও, অথর্াৎ ABC এর মান েবর
করেত চাও। তাহেল তুিম AB এর সােথ C েক গুন করেল েয ময্ািটৰ্ক্স পাওয়া
যােব, A এর সােথ BC েক গুন করেল একই ময্ািটৰ্ক্স পাওয়া যােব। সহজ
ভাষায় A(BC) = (AB)C। েসাজা কথায় আমরা েযভােবই বৰ্ােকট বসাই
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না েকন একই উত্তর আসেব। এই ৈবিশষ্টয্ আমােদর পের কােজ লাগেব। তেব
সাবধান! AB িকন্তু কখনই BA এর সমান নয়। েকানিটেক আেগ েকানিটেক
পের গুন করেত হেব তা লক্ষয্ রাখেত হেব।

§ ১.২ ডাইনািমক েপৰ্াগৰ্ািমং এর সােথ সম্পকর্

আবার িফেবানািচ্চ সমসয্ায় েফরত যাওয়া যাক। িরকােরন্সিট িনশ্চয় মেন আেছ,

f0 = 0

f1 = 1

fn = fn−1 + fn−2

আমরা এমন একিট 2× 2 ময্ািটৰ্ক্স A েবর করেত চাই েযন,(
a b

c d

)(
fn

fn−1

)
=

(
fn+1

fn

)

অথর্াৎ fn ও fn−1 এর েভক্টেরর (n× 1 ময্ািটৰ্ক্স গুেলােক েভক্টর বলা হয়)
সােথ এমন একিট ময্ািটৰ্ক্স গুন করেত েযন fn+1 ও fn এর েভক্টর পাওয়া

যায়। কাজটা িকন্তু খুব কিঠন না। একটু েচষ্টা করেলই বুঝেব A =

(
1 1

1 0

)
ময্ািটৰ্ক্সিট কাজ কের(

1 1

1 0

)(
fn

fn−1

)
=

(
1fn + 1fn−1

1fn + 0fn−1

)
=

(
fn+1

fn

)

এখন লক্ষয্ কর, A ময্ািটৰ্ক্সিট যিদ দুইবার গুন কির তাহেল িকন্তু

(
fn

fn−1

)

েথেকই

(
fn+2

fn+1

)
েপেয় যােবা। কারণ

A×A×

(
fn

fn−1

)
= A×

(
fn+1

fn

)
=

(
fn+2

fn+1

)
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লক্ষয্ কর এখােন আমরা ময্ািটৰ্েক্সর অয্ােসািসেয়িটিভিট ধমর্িট বয্বহার কেরিছ।
আবার যিদ আমরা দুইবােরর বদেল m বার A ময্ািটৰ্ক্সিট গুন করতাম, তাহেল
একইভােব আমরা পাব

Am

(
fn

fn−1

)
= Am−1

(
fn+1

fn

)
= · · · =

(
fn+m

fn+m−1

)

উপেরর সমীকরেণ n = 1 বসােল আমরা পাব

(
1 1

1 0

)m(
f1

f0

)
=

(
fm+1

fm

)

েতামরা হয়ত ভাবছ, এত িকছু েবর কের আসেল কী লাভ হল। আমরা শুরুেত
যখন n তম িফেবানািচ্চ নামব্ার েবর করা িশেখিছলাম েসটার কমেপ্লিক্সিট িছল
O(n)। িকন্তু ময্ািটৰ্ক্স এক্সপেনিন্সেয়শন িদেয় আমরা কাজটা O(logn) এই
কের েফলেত পাির। কারণ েদখ, n তম িফবনািচ্চ নামব্ার েবর করেত আমােদর
An েক ফাস্ট কয্ালকুেলট করেত হেব। এজনয্ িকন্তু আমরা সংখয্ার েক্ষেতৰ্
ab েযভােব বাইনাির এক্সপেনিন্সেয়শন িদেয় েবর কির েসভােবই কাজটা কের
েফলেত পাির। অথর্াৎ n েজাড় হেল পৰ্থেম A

n
2 েবর কের তােক বগর্ কের

িদেলই হেচ্ছ। আবার n িবেজাড় হেল পৰ্থেম An−1 েবর কের তার সােথ A

গুন কের িদেলই হেচ্ছ। এভােব আমােদর O(logn) বার দুিট 2× 2 ময্ািটৰ্ক্স
গুন করেত হেচ্ছ। দুিট 2 × 2 ময্ািটৰ্ক্স গুন করার কমেপ্লিক্সিট আমরা O(1)

ই ধরেত পাির। তাই সবিমিলেয় কমেপ্লিক্সিট হেব O(logn)।

তেব একটা িজিনশ বেল রাখা দরকার। এখােন ময্ািটৰ্ক্স এর আকার অেনক
েছাট বেল আমরা দুিট ময্ািটৰ্ক্স গুন করার কমেপ্লিক্সিট O(1) ধেরিছ। িকন্তু
অেনক েক্ষেতৰ্ েবশ বড় ময্ািটৰ্ক্স লাগেত পাের (েযমন ধর 50× 50 ময্ািটৰ্ক্স)।
েসেক্ষেতৰ্ িকন্তু ময্ািটৰ্ক্স গুন করার কমেপ্লিক্সিট O(1) ধরেল হেব না। েখয়াল
করেল েদখেব দুিট k × k ময্ািটৰ্ক্স গুন করেত আমােদর O(k3) কমেপ্লিক্সিট
পৰ্েয়াজন। েসেক্ষেতৰ্ আমােদর ময্ািটৰ্ক্স এক্সপেনিন্সেয়শেনর কমেপ্লিক্সিট হেব
O(k3 logn)
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§ ১.৩ আেরা িকছু উদাহরণ

আেরকটা উদাহরণ েদখা যাক। ধর এবার আমােদর িরকােরন্সিট হল

f0 = 0

f1 = 2

f2 = 1

fn = 2fn−1 + 3fn−2 − 7fn−3

েযেহতু fn আেগর িতনিট পেদর ওপর িনভর্রশীল, তাই আমােদর এবার একিট
3 × 3 ময্ািটৰ্ক্স খুঁজেত হেব। িফেবানািচ্চর ময্ািটৰ্ক্স তা যিদ বুেঝ থাক তাহেল
এটা েবর করাও েতমন কিঠন না। িনেচর ময্ািটৰ্ক্সটা েদখ2 3 −7

1 0 0

0 1 0


 fn

fn−1

fn−2

 =

2fn + 3fn−1 − 7fn−2

1fn + 0fn−1 + 0fn−2

0fn + 1fn−1 + 0fn−2

 =

fn+1

fn

fn−1


এবার একটু জিটল উদাহরণ েচষ্টা করা যাক। ধর এবার আমােদর কােছ ২ িট
িরকােরন্স আেছ।

fn = 2fn−1 + gn−2

gn = gn−1 + 3fn−2

ধের নাও f0, f1, g0, g1 এর মান জানা আেছ। এবার আমােদর েভক্টের িকন্তু
শুধু fn, fn−1 রাখেল চলেব না, বরং gn, gn−1 এর মানও রাখেত হেব।
যিদ এটা ধরেত পােরা তাহেল আেগরগুেলার মতই এটাও সমাধান করা যায়

2 0 0 1

1 0 0 0

0 3 1 0

0 0 1 0




fn

fn−1

gn

gn−1

 =


2fn + gn−1

fn

3fn−1 + gn

gn

 =


fn+1

fn

gn+1

gn
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সমসয্া ১.১: িনেচর িরকােরন্সিটর জনয্ ময্ািটৰ্ক্স েবর কর।

f0 = 0

f1 = 1

fn = fn−1 + fn−2 + n

সমাধান: এটা পৰ্ায় িফবনািচ্চ সমসয্ািটর মেতাই, িকন্তু ঝােমলা হেচ্ছ িরকােরেন্স
একিট n েযাগ করা হেয়েছ। এটা না সরােল ধৰ্ুবক েকান ময্ািটৰ্ক্স পাওয়া
যােবনা। এজনয্ আমরা আেগর সমসয্ার মত এমন আেরকিট িরকােরন্স g েবর
করেত পাির েযন gn = n হয়। এটা েবর করা েবশ সহজ

g0 = 0

gn = gn−1 + 1

এরপর n এর বদেল gn বিসেয় িদেলই আমরা িঠক আেগর উদাহরেণর মত
ময্ািটৰ্ক্সিট েবর করেত পারব। িরকােরন্স দুেটােক এক করেল পাব

gn = gn−1 + 1

fn = fn−1 + fn−2 + gn

■

সমসয্া ১.২: িনেচর ধারািটর জনয্ ময্ািটৰ্ক্স েবর কর
n∑

i=1

ik = 1k + 2k + 3k + · · ·+ nk

সমাধান: যিদও এটা িঠক ডাইনািমক েপৰ্াগৰ্ািমং এর সমসয্া না, এরপেরও
ময্ািটৰ্ক্স এক্সেপা এর খুব সুন্দর একটা উদাহরণ। েযাগফেলর জনয্ খুব সহজ
একটা িরকােরন্স েবর করেত পাির

f0 = 0

fn = fn−1 + nk

এখােনও nk পদটা ঝােমলা করেছ। যিদ k = 1 হত তাহেল িকন্তু আমরা আেগর
মতই gn = n এর িরকােরন্সটা বিসেয় িদেত পারতাম। তাহেল আেরকটু কিঠন
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েকস িচন্তা কির। k = 2 হেল কী করতাম? তখন আমােদর এমন একিট
িরকােরন্স h লাগত েযন hn = n2 হয়। এটা েবর করাও িকন্তু েবশ সহজ।

h0 = 0

hn = hn−1 + 2gn−1 + 1

এখােন আমরা n2 = (n− 1)2 +2(n− 1)+ 1 অেভদিট বয্বহার কেরিছ।
n2 এর বদেল hn, (n − 1)2 এর বদেল hn−1 এবং (n − 1) এর
বদেল gn−1 বিসেয় িদেলই িরকােরন্সিট েপেয় যাব। একইভােব আমরা n3

এর িরকােরন্সিটও েবর করেত পাির। pn যিদ n3 এর িরকােরন্স হয়, তাহেল
n3 = (n− 1)3 + 3(n− 1)2 + 3(n− 1) + 1 েথেক আমরা পাব

p0 = 0

pn = pn−1 + 3hn−1 + 3gn−1 + 1

পয্াটানর্িট িক বুঝেত পারছ। nk েক আমরা (n−1) এর িবিভন্ন পাওয়ার িদেয়
েলখিছ। িদব্পদী উপপাদয্ িদেয় পেরর িরকােরন্সগুেলা সহেজই েবর কের েফলেত
পাির। িনেচর অেভদিট বয্বহার কের n1, n2, n3, n4, . . . , nk সবিকছুর জনয্ই
িরকােরন্স েবর করেত পারব

nm =
m∑
i=0

(
m

i

)
(n− 1)i

সবিমিলেয় আমরা k + 1 িট িরকােরন্স পাব। সুতরাং আমােদর ময্ািটৰ্ক্সিট হেব
একিট (k+1)× (k+1) ময্ািটৰ্ক্স। ময্ািটৰ্ক্স এক্সপেনিন্সেয়শেনর িদেয় আমরা
সমসয্ািট O(k3 logn) এ সমাধান করেত পাির। k যিদ েবশ েছাট হয় (েযমন
k ≤ 50) এবং n যিদ অেনক বড় হয় (েযমন n ≤ 109) তাহেল এভােবই
আমােদর সমসয্ািট সমাধান করেত হেব। ■

§ ১.৪ গৰ্াফ িথওির এবং ময্ািটৰ্ক্স

গৰ্াফেক পৰ্কাশ করার জনয্ অয্াডজােসিন্স ময্ািটৰ্ক্স পৰ্ায় বয্বহার কির। এই ময্ািটৰ্ক্স
িদেয়ও েবশ িকছু কাজ করা যায়। িনেচর সমসয্ািট েদখ
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সমসয্া ১.৩: ধর েতামার কােছ n িট েনােডর একিট গৰ্াফ েদওয়া আেছ। গৰ্াফ
1 নমব্র েনাড েথেক n তম েনােড িঠক k িট এজ বয্বহার কের কতভােব যাওয়া
যায়?

সমাধান: পৰ্থেম আমরা ডাইনািমক েপৰ্াগৰ্ািমং িদেয় পৰ্বেলমিট িচন্তা করব। ধর
Dk,i,j = গৰ্ােফর েনাড i েথেক েনাড j েত িঠক k িট এজ বয্বহার কের
কতভােব যাওয়া যায়। এটা আমরা িনেচর িরকােরন্স িদেয় েবর করেত পাির

Dk,i,j =

n∑
x=1

Dk−1,i,x ×Ax,j

েযখােন A হল আমােদর অয্াডজােসিন্স ময্ািটৰ্ক্স। এর বয্াখয্া হল পৰ্থেম আমরা
i েথেক েকান একিট েনাড x এ k − 1 িট এজ বয্বহার কের িগেয়িছ। এ
কাজিট করা যােব Dk−1,i,x উপােয়। এরপর x েথেক আমরা j েত িগেয়িছ
একিটমাতৰ্ এজ বয্বহার কের। এ কাজিট করা যােব Ax,j উপােয়, েকননা
Ax,i = 1 হেল x আর j এর মেধয্ এজ িবদয্মান, সুতরাং একভােবই েয
এজ বয্বহার কের x েথেক j েত যাওয়া যােব; আবার Ax,j = 0 হেল তােদর
মেধয্ েকান এজ নাই, তাই শূনয্ উপােয় x েথেক j েত যাওয়া যােব। দুিট
গুন করেলই আমরা সবর্েমাট উপায় পাব। আবার x েতা েকান িনিদর্স্ট েনাড
না, তাই x = 1, 2, 3, . . . , n সবার জনয্ই Dk−1,i,x ×Ax,j েযাগ করেত
হেব।

এিট েদেখ িক ময্ািটৰ্ক্স গুেনর কথা মেন পেড় না? ময্ািটৰ্ক্স গুন িকন্তু আমরা
পৰ্ায় একইভােব সংজ্ঞািয়ত কেরিছলাম। ধর D(k) ময্ািটৰ্েক্সর (i, j) তম এিন্টৰ্
Dk,i,j। তাহেল উপেরর িরকােরন্সিটেক ময্ািটৰ্ক্স গুণফল িদেয়ই আমরা পৰ্কাশ
করেত পাির

D(k) = D(k−1) ×A

আবার D1 এবং অয্াডজােসিন্স ময্ািটৰ্ক্স A িকন্তু একই ময্ািটৰ্ক্স। তাই

D(1) = A

D(2) = D(1) ×A = A2

D(3) = D(2) ×A = A3

.
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.

.

D(k) = D(k−1) ×A = Ak

অথর্াৎ গৰ্ােফর অয্াডজােসিন্স ময্ািটৰ্ক্স এর k তম পাওয়ার েবর করেলই আমরা
আমােদর উত্তর েপেয় যাব!! কমেপ্লিক্সিট হেব O(n3 log k) ■

§ ১.৫ অনয্ানয্ সাব-িরং

একটা িজিনশ েখয়াল কের েদেখছ? আমরা িকন্তু ময্ািটৰ্েক্সর অয্ােসািসেয়িটিভিট
ছাড়া আর েকান ধমর্ই বয্বহার কিরিন। সাধারণভােব েযভােব ময্ািটৰ্ক্স গুন
সংজ্ঞািয়ত করা হয় তােক বেল হয় (+,×) সাব-িরং। কারণ A ও B এর
গুনফল C েবর করেত Ai,x এবং Bx,j গুন কের েসগুেলা আমরা েযাগ
করিছ। ময্ািটৰ্ক্স গুণফল অয্ােসািসেয়িটভ কারণ েযাগ এবং গুন দুিট
অয্ােসািসেয়িটভ অপােরটর। আমরা যিদ েযাগ, গুেনর বদেল অনয্
অয্ােসািসেয়িটভ অপােরটর বয্বহার কের ময্ািটৰ্ক্স গুণফল সংজ্ঞািয়ত করতাম
তাহেলও িকন্তু আমােদর ময্ািটৰ্ক্স গুণফল অয্ােসািসেয়িটভই থাকত। একইভােব
আমরা ময্ািটৰ্েক্সর পাওয়ারও েবর করেত পারব। এমন একিট িবেশষ সাব-িরং
হেচ্ছ (max,+) সাব-িরং। এই িরং-এ যিদ C = AB হয় তাহেল

Ci,j =
mmax

x=1
{Ai,x +Bx,j}

হেব। এিটও আেগর মতই অয্ােসািসেয়িটভ হেব।

সমসয্া ১.৪: ধর েতামার কােছ n িট েনােডর একিট ওেয়েটড গৰ্াফ (weighted
graph) েদওয়া আেছ। গৰ্াফ 1 নমব্র েনাড েথেক n তম েনােড িঠক k িট
এজ বয্বহার কের এমন শেটর্স্ট পােথর (shortest path) মান কত?

সমাধান: এটা িকন্তু পৰ্ায় আেগর সমসয্ািটর মতই। যিদ আমরা অয্াডজােসিন্স
ময্ািটৰ্ক্স A এর Ai,j = i এবং j এর মেধয্ এেজর ওেয়ট ধির (যিদ এজ
না থােক তাহেল এর মান ∞ হেব) এবং Dk,i,j = গৰ্ােফর েনাড i েথেক
েনাড j েত িঠক k িট এজ বয্বহার কের শেটর্স্ট পাথ ধির তাহেল আমােদর
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িরকােরন্সিট হেব

Dk,i,j = min
i=1

{Dk−1,i,x +Ax,j}

এর বয্াখয্াও িঠক আেগর সমসয্ার মতই। শুধু পাথর্কয্ হেচ্ছ
∑

এর বদেল
min এবং × এর বদেল + বেসেছ এখােন। তাই এিটেক আমরা (min,+)

সাব-িরং এর ময্ািটৰ্ক্স গুণফল িহেসেব িচন্তা করেত পাির। এই সাব-িরং এ Ak

এর মান েবর করেলই আমরা আমােদর উত্তর েপেয় যাব! ■

§ ১.৬ েশষ কথা

ময্ািটৰ্ক্স েকাড করার জনয্ আিম সাধারণত একটা ক্লাস েলেখ েফিল। ক্লােস
তুিম েযাগ, গুন এসব অপােরটর ওভারেলাড করেত পারেব। আেরকটা িটৰ্ক
হল যিদ েতামােক একই ময্ািটৰ্ক্স A এর পাওয়ার বারবার েবর করেত হয়
তাহেল A1, A2, A4, A8, . . . , A2k ময্ািটৰ্ক্স গুেলা আেগর েবর করেত রাখেত
পােরা। এরপর পাওয়ারেক বাইনািরেত পৰ্কাশ কের তুিম েবর করা ময্ািটৰ্ক্সগুেলা
িদেয়ই েযেকােনা পাওয়ার েবর করেত পারেব। আবার তুিম এই ময্ািটৰ্ক্সগুেলােক
সরাসির েভক্টেরর সােথ গুন করেত পােরা (অয্ােসািসেয়িটিভিট!!)। দুেটা n×n

ময্ািটৰ্ক্স গুন করেত O(n3) কমেপ্লিক্সিট লােগ, িকন্তু একিট n×n ময্ািটৰ্েক্সর
সােথ একিট n × 1 েভক্টর গুন করেত O(n2) কমেপ্লিক্সিট লাগেছ। তাই
অেনক সমসয্ায় A1, A2, A4, A8, . . . , A2k েবর করার পের O(n2 log k)
কমেপ্লিক্সিটেতই তুিম উত্তর েবর করেত পারেব।

পড়া থামাও, িনেজ েচষ্টা কেরা

েতামার কােছ একিট 1× n িগৰ্ড আেছ এবং যেথষ্ট সংখয্ক 1× 1 এবং
1× 2 েডািমেনা আেছ। কত ভােব তুিম িগৰ্ডিটেত েডািমেনা গুেলা বসােত
পারেব েযন একই ঘের একািধক েডািমেনা না থােক। (1 ≤ n ≤ 109)



অধয্ায় ২

নয্াপসয্াক

§ ২.১ 0/1 নয্াপসয্াক

ধর েতামার কােছ n িট বস্তু আেছ, i তম বস্তুর ওজন wi এবং দাম vi।
েতামার কােছ একটা বয্াগ (নয্াপসয্াক) আেছ যা সেবর্াচ্চ W ওজেনর বস্তু ধারণ
করেত পাের। এই বয্ােগ তুিম সেবর্াচ্চ কত দােমর বস্তু রাখেত পারেব?

এেক 0/1 নয্াপসয্াক বলা হয়, কারণ এখােন পৰ্িতিট বস্তু সেবর্াচ্চ একবারই
েনওয়া যােব। এিটর জনয্ আমােদর ডাইনািমক েপৰ্াগৰ্ািমং এর সাহাযয্ িনেত
হেব। ধির fi,j = পৰ্থম i িট বস্তুর মেধয্ সেবর্াচ্চ কত দােমর বস্তু েনওয়া যায়
যােত বস্তুগুেলার ওজেনর েযাগফল ≤ j হয়। তাহেল আমােদর িরকােরন্সিট

fi,j = max{fi−1,j , fi−1,j−wi + vi}

অথর্াৎ fn,W এর মানই হেব আমােদর অয্ান্সার। এখােন টাইম ও েমমির
কমেপ্লিক্সিট উভয়ই O(nW )। তেব েযেহতু fi,j এর মান েকবলমাতৰ্
fi−1,0 , fi−1,1 , fi−1,2 , . . . , fi−1,W এর ওপর িনভর্র কের তাই
O(W ) েমমির িদেয়ও কাজিট করা সম্ভব। (েমেমাির অপিটমাইেজশেনর
চয্াপ্টারটা েদখ)

§ ২.২ 0-K নয্াপসয্াক

ধর েতামার কােছ n টাইেপর বস্তু আেছ, i তম টাইেপর বস্তু আেছ ki িট
এবং এেদর পৰ্েতয্কিটর ওজন wi এবং দাম vi। েতামার কােছ একটা বয্াগ
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(নয্াপসয্াক) আেছ যা সেবর্াচ্চ W ওজেনর বস্তু ধারণ করেত পাের। এই বয্ােগ
তুিম সেবর্াচ্চ কত দােমর বস্তু রাখেত পারেব?

আেগরটার সােথ এটার পাথর্কয্ হেচ্ছ এখােন i তম বস্তু সেবর্াচ্চ ki সংখয্ক বার
েনওয়া যােব। এখােনও আেগর মতই ডাইনািমক েপৰ্াগৰ্ািমং বয্বহার করা যায়,
ধির fi,j = পৰ্থম i িট বস্তুর মেধয্ সেবর্াচ্চ কত দােমর বস্তু েনওয়া যায় যােত
বস্তুগুেলার ওজেনর েযাগফল ≤ j হয়। তাহেল,

fi,j =
kimax

m=0
{fi−1,j−wim + vim}

অথর্াৎ i তম বস্তু কতবার িনিচ্ছ েসটার সবগুেলা অপশন কনিসডার করেত হেব।
আেগরটার েকাড বুেঝ থাকেল এটার েকাড িনেজরই পারার কথা। এখােন টাইম
কমেপ্লিক্সিট হেব O(W ×

∑
ki)

িকন্তু এইখােন সমসয্া হেচ্ছ
∑

ki এর মান অেনক বড় হেত পাের। আশার
কথা হল এই পৰ্বেলেমর এইটাই সবেচেয় অপিটমাল সিলউশন না। O(W ×∑

log ki) কমেপ্লিক্সিটেতও এই পৰ্বেলমিট সল্ভ করা সম্ভব।

আইিডয়ািট হেচ্ছ পৰ্েতয্ক ki এর বাইনাির িরেপৰ্েজেন্টশনেক বয্বহার করা।
একিট উদাহরণ েদখা যাক, ধর েকান এক টাইেপর বস্তুর (ki, wi, vi) =

(27, 13, 5)। অথর্াৎ ঐ টাইেপর বস্তু আেছ 27 িট এবং তার ওজন 13 ও দাম
5। এখন 27 েক এইভােব েলখা যায়:

27 = 110112 = 11112+11002 = (24+23+22+21+20)+12

অথর্াৎ আমরা যিদ (27, 13, 5) বস্তুিটর বদেল
(1, 13 × 24, 5 × 24), (1, 13 × 23, 5 × 23), (1, 13 × 22, 5 ×
22), (1, 13 × 21, 5 × 21), (1, 13 × 20, 5 × 20) এবং
(1, 13× 12, 5× 12) বস্তুগুেলার ওপর নয্াপসয্াক িডিপ চালাই তাহেল উত্তর
েচঞ্জ হেব না, এর কারন হেচ্ছ 24, 23, 22, 21, 20 এবং 12 িদেয় 0

েথেক 27 পযর্ন্ত সব সংখয্া েক েলখা যায়, তেব 27 এর বড় েকান সংখয্ােক
েলখা যায় না (িকছু িকছু সংখয্ােক একািধক উপােয় েলখা েযেত পাের, িকন্তু
েসটা আমােদর জনয্ সমসয্া না)। এইভােব পৰ্িতিট বস্তুেক তার বাইনাির
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িরেপৰ্েজেন্টশন অনুযায়ী েভেঙ্গ িদেত হেব। েভেঙ্গ েদওয়ার পর িকন্তু আমােদর
আর 0-K নয্াপসয্াক থাকেছ না, 0-1 নয্াপসয্াক হেয় যােচ্ছ। কারণ েভেঙ্গ
েদওয়ার পর পৰ্েতয্ক বস্তুেক সেবর্াচ্চ একবারই েনওয়া সম্ভব (ki = 1)।
অথর্াৎ েভেঙ্গ েদওয়ার পর আমােদর েমাট বস্তু হেব O(

∑
log ki) িট। তাই

0-1 নয্াপসয্াক এর কমেপ্লিক্সিট হেব O(W ×
∑

log ki)।

মজার বয্াপার হল এই পৰ্বেলেমর O(W ×
∑

log ki) এর েচেয়ও ভাল
সিলউশন আেছ। O(nW ) কমেপ্লিক্সিটেতও 0-K নয্াপসয্াক সল্ভ করা
সম্ভব। িরকােরন্সিট আবার লক্ষয্ কির:

fi,j =
kimax

m=0
{fi−1,j−wim + vim} (1)

েকােনা িফক্সড i এর জনয্ fi,0 , fi,1 , . . . , fi,W এর মান যিদ আমরা
O(W ) েত েবর করেত পাির, তাহেলই O(nW ) কমেপ্লিক্সিট হেয় যােব।
এখন লক্ষয্ কির, fi,j এর মান
fi−1,j , fi−1,j−wi , fi−1,j−2wi , fi−1,3wi , . . . মানগুেলার ওপর িনভর্র
কের। অনয্ভােব বলা যায় fi,j এর মান এমন সব fi−1,p এর মােনর ওপর
িনভর্র কের যােত p ≡ j mod wi হয়। এটােক কােজ লািগেয়ই O(W )

েত কাজিট করা সম্ভব। আমরা fi,j এর মান 0 ≤ j ≤ W এর জনয্
একসােথ েবর না কের wi এর পৰ্েতয্ক মডুেলা ক্লােসর জনয্ আলাদা ভােব
েবর করেত পাির। বুঝােনার সুিবধােতর্ ধির,

gm(i, j) = fi,m+jwi

েযখােন 0 ≤ m < wi। এখন আমরা একটা িফক্সড m এর জনয্ gm(i, j)

এর সকল মান েবর করব, েযখােন 0 ≤ m + jwi ≤ W । (1) নং
িরকােরেন্সর সাহােযয্ gm(i, j) েক এইভােব েলখা যায়:

gm(i, j) =
jmax

h=j−ki
{gm(i− 1, h) + (j − h)vi}

=
jmax

h=j−ki
{gm(i− 1, h)− hvi}+ jvi
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এখান েথেকই বুঝা যােচ্ছ gm(i − 1, 0), gm(i − 1, 1) − vi, gm(i −
1, 2) − 2vi, . . . এর পৰ্িতিট ki + 1 ৈদেঘর্য্র সাবঅয্ােরর িমিনমাম ভয্ালু
েবর করেত পারেলই gm(i, j) এর সকল মান আমরা সহেজই েবর করেত
পারব। েকােনা n ৈদেঘর্য্র অয্ােরর পৰ্িতিট m ৈদেঘর্য্র সাবঅয্ােরর িমিনমাম (বা
ময্ািক্সমাম) ভয্ালু O(n) এই েবর করা যায় (স্লাইিডং উইেন্ডার সাহােযয্)। অথর্াৎ
পৰ্েতয্ক মডুেলা ক্লােসর জনয্ আমরা িলিনয়ার টাইেমই gm এর মান েবর করেত
পারব। েযেহতু পৰ্েতয্কিট সংখয্াই েকবলমাতৰ্ একিট মডুেলা ক্লােসর অন্তভুর্ক্ত
তাই ওভারঅল কমপ্লিক্সিট হেব O(W )। তাই পৰ্েতয্কিট i এর জনয্ fi,j এর
মান েবর করেত O(nW ) কমেপ্লিক্সিট পৰ্েয়াজন।

§ ২.৩ সাবেসট সাম:

এই েসকশেনর সব জায়গায় েসট বলেত মািল্টেসট বুঝান হেব। অথর্াৎ েসেট
একই উপাদান একািধক বার থাকেত পাের।

নয্াপসয্ােকর সবেচেয় গুরুতব্পূণর্ ভয্ািরেয়শন এিট। ধর েতামার কােছ n ৈদেঘর্য্র
একটা অয্াের a এবং একিট নামব্ার m েদওয়া আেছ। েতামােক বলেত হেব a

এর নামব্ার গুেলা বয্বহার কের েযাগফল m বানােনা যায় িকনা।

অথর্াৎ S = {1, 2, 3, . . . , n} হেল এমন েকান সাবেসট T পাওয়া সম্ভব
িকনা যােত T ⊆ S এবং

∑
i∈T ai = m হয়।

ধির,

fi,j =

1, যিদ পৰ্থম i িট সংখয্া হেত েযাগফল j বানােনা সম্ভব হয়,

0, সম্ভব না হয়.

তাহেল,
fi,j = fi−1,j ∨ fi−1,j−ai
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∨ এখােন or অপােরটরটােক বুঝােচ্ছ। তাহেল এই িডিপটা কয্ালকুেলট করেত
আমােদর O(nm) টাইম ও O(m) েমমির লাগেছ। তেব এই সিলউশন
েক অপিটমাইজ করার জনয্ আেরকটা সস্তা অপিটমাইেজশন আেছ। তা হল
bitset বয্বহার করা। bitset বয্বহার করেল টাইম কমেপ্লিক্সিট দাড়ায়
O(nm64 ) এবং েমেমাির কমেপ্লিক্সিট দাড়ায় O(m64)।

§ ২.৪ ডাইনািমক সাবেসট সাম:

ধর সাবেসট সাম পৰ্বেলমটায় েতামােক িকছু আপেডট আর কুেয়িরও েদওয়া
হল। অথর্াৎ পৰ্েতয্ক আপেডেট েতামােক একিট সংখয্া p েদওয়া হেব এবং
েতামােক সংখয্াটােক েসেট অয্াড করেত হেব অথবা েসট েথেক িরমুভ করেত
হেব। পৰ্েতয্ক কুেয়িরেত েতামােক একিট সংখয্া r েদওয়া হেব এবং েতামােক
বলেত হেব r সংখয্ািটেক েসেটর সংখয্াগুেলার েযাগফল িহেসেব েলখা যায়
িকনা।

ধরা যাক েমাট আপেডট ও কুেয়ির Q িট। তাহেল যিদ আমরা Q বারই সাবেসট
সাম-এর িডিপ টা নতুন কের আপেডট কির তাহেল কমেপ্লিক্সিট O(Qnrmax

64 )

হেয় যােচ্ছ। তেব এই পৰ্বেলমিট O(Qrmax) টাইেমও করা সম্ভব, েযখােন
rmax হল r এর ময্ািক্সমাম ভয্ালু।

এর জনয্ আমােদর িডিপ টােক একটু েচঞ্জ করেত হেব। ধির, fj = েসেট েযসব
উপাদান আেছ তােদর েকােনা সাবেসট িনেয় কতভােব j সংখয্ািট বানােনা যায়।
তাহেল পৰ্েতয্ক কুেয়িরেত fr > 0 িকনা তা েচক করেলই হেচ্ছ আমােদর।
আর যিদ নতুন েকান নামব্ার অয্াড বা িরমুভ করেত হয় তাহেল নরমাল সাবেসট
সাম িডিপর মতই fj এর মান আপেডট করা যায়। এখন সমসয্া হেচ্ছ fj মান
অেনক বড় হেয় েযেত পাের, এমনিক long long এও আটেব না। তাই
fr েক আমরা mod P কয্ালকুেলট করব েযখােন P র য্ানডম েকান পৰ্াইম
নামব্ার। এখন যিদ fr = 0 হয়, এবং তারপেরও r েক েযাগফল িহেসেব েলখা
যােব েসিটর সম্ভাবনা েনয় বলেলই চেল। (েকউ চাইেল ২-৩ িট mod ও বয্বহার
করেত পাের)।
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§ ২.৫ O (s
√
s) সাবেসট সাম:

এখােন s েসেটর সবগুেলা সংখয্ার েযাগফল বুঝােচ্ছ। যিদ েকান সংখয্া t এর
েথেক বড় হয়, তাহেল আমরা নরমািল bitset িদেয় িডিপ টা আপেডট করব,
এিট করেত O

(
s
64 × s

t

)
কমেপ্লিক্সিট লােগ (কারন t এর েথেক বড় সংখয্া

সেবর্াচ্চ s
t বার পাওয়া যােব)। আর যিদ t এর েথেক েছাট হয় তাহেল আমরা

0-k নয্াপসয্াক এর মত িডিপ টােক আপেডট করব। অথর্াৎ t এর েথেক েছাট
েকান সংখয্া কতবার আেছ েসটা েবর কের তার ওপর 0-k নয্াপসয্াক পৰ্েয়াগ
করব। এ কাজিট করেত সেবর্াচ্চ O(st) কমেপ্লিক্সিট লােগ। t =

√
s
64 হেল

েটাটাল কমেপ্লিক্সিট দাড়ায়:

O
( s

64
× s

t
+ s× t

)
= O

(
s

√
s

64

)
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§ ৩.১ একিট েপািলশ সমসয্া

বাইটলয্ান্ড নােমর একিট দব্ীেপ n িট শহর আেছ এবং শহরগুেলার মেধয্ িকছু
িদব্মুখী রাস্তা আেছ। এ শহেরর ময্াপ একিট িবেশষ ধরেনর, একিট শহর েথেক
আেরকিট শহের েকবলমাতৰ্ একভােবই যাওয়া যায়। অথর্াৎ গৰ্াফ িথওিরর ভাষায়
বাইটলয্ােন্ডর মাপিট একিট িটৰ্ গৰ্াফ।

দুঃখজনকভােব বাইটলয্ান্ড দব্ীপিটেত এখন যুদ্ধ চলেছ। বাইটলয্ােন্ডর েসনাবািহনী
িনেজেদর পৰ্িতরক্ষার জনয্ একিট যুদ্ধেক্ষতৰ্ ৈতির করেত চায়। তারা যুদ্ধেক্ষতৰ্িট
ৈতির করার জনয্ িকছু রাস্তা ব্লক কের িদেব। যুদ্ধেক্ষতৰ্িট ৈতিরর জনয্ তােদর
িতনিট শতর্ েমেন চলেত হেব।

→ যুদ্ধেক্ষেতৰ্র অন্তগর্ত শহরগুেলার িনেজেদর মেধয্ চলাচেলর রাস্তা থাকেব।
অথর্াৎ যুদ্ধেক্ষেতৰ্র েযেকােনা দুিট শহেরর মেধয্ েকােনা ব্লক করা রাস্তা
থাকেব না।

→ যুদ্ধেক্ষেতৰ্র িভতেরর েকােনা শহর েথেক যুদ্ধেক্ষেতৰ্র বাইেরর েকােনা
শহের যাওয়ার েকােনা রাস্তা থাকেব না।

→ যুদ্ধেক্ষেতৰ্র মেধয্ k িট শহর থাকেব।

েবিশ সংখয্ক রাস্তা ব্লক কের িদেল শহেরর মেধয্ যাতায়ােত সমসয্া হেত হেত
পাের। েতামােক বাইটলয্ান্ড দব্ীপিটর যুদ্ধেক্ষতৰ্ পৰ্স্তুত করার দািয়তব্ েদওয়া হেয়েছ।
েতামােক বলেত হেব সবর্িনম্ন কয়িট রাস্তা ব্লক কের বাইটলয্ান্ড শহের একিট
যুদ্ধেক্ষতৰ্ পৰ্স্তুত করা সম্ভব।
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এিট আসেল েপালয্ােন্ডর ইনফরমািটক্স অিলিম্পয়ােডর বয্ািরেকডস নােমর
পৰ্বেলম। এই পৰ্বেলম েথেকই মূলত এই অধয্ােয়র আইিডয়াটা জনিপৰ্য়
হেয়িছল, তাই এখন এই িটৰ্ক এখন বয্ািরেকডস িটৰ্ক নােমই েপৰ্াগৰ্ািমং মহেল
অিধক পিরিচত।

§ ৩.২ সমাধান

সমসয্ািট েদেখ অেনেকই আন্দাজ করেত পারছ এইখােন িটৰ্ গৰ্াফিটর ওপেরই
ডাইনািমক েপৰ্াগৰ্ািমং করেত হেব। এ ধরেনর সমসয্া সমাধােনর জনয্ একিট
িবেশষ ধরেনর ডাইনািমক েপৰ্াগৰ্ািমং বয্বহার করা হয় যােক িসবিলং িডিপ নােম
অেনেক িচেন। পৰ্থেম েদখা যাক আমােদর িডিপ েস্টট িক হেত পাের।

পৰ্থেম আমরা েযেকােনা একিট েনাডেক িটৰ্-এর রুট ধের িনব। ধরা যাক ১
নমব্র েনাডিটেক আমরা রুট িহেসেব ধেরিছ। v েনাডিটর সাবিটৰ্েক আমরা Tv

দব্ারা পৰ্কাশ করব এবং সাবিটৰ্-এর মেধয্ েনাড সংখয্ােক |Tv| দব্ারা পৰ্কাশ
করব। অথর্াৎ T1 িদেয় সমূ্পণর্ িটৰ্ টােকই বুঝােনা হেচ্ছ। যারা িটৰ্ িডিপর সােথ
েমাটামুিট পিরিচত তারা ইেতামেধয্ বুেঝ িগেয়ছ আমােদর েস্টট িক হেত পাের।
ধরা যাক fv,x এর মান হল সবর্িনম্ন কতিট এজ মুেছ িদেল v এর সাবিটৰ্-এর
মেধয্ x িট েনােডর একিট কােনেক্টড সাবগৰ্াফ পাওয়া যােব যােত v েনাডিট
িনেজও েসই সাবগৰ্ােফর অংশ হয়। আমরা যিদ পৰ্িতিট েনাড v জনয্ fv,x
এর মানগুেলা েবর কের িনেত পাির তাহেল খুব সহেজই পৰ্িতিট কুেয়ির O(n)

কমেপ্লিক্সিটেত েবর কের েফলেত পারব।

এখন েদখা যাক িকভােব আমরা fv,x এর মানগুেলা কয্ালকুেলট করেত পাির।
ধরা যাক েনাড v এর জনয্ আমরা fv,x এর মান েবর করিছ। v এর সাবিটৰ্েত
|Tv| − 1 িট এজ আেছ, তাই |Tv| − 1 িটর েবিশ এজ মুেছ েফলা সম্ভব না,
এজনয্ 1 ≤ x < |Tv| এর জনয্ fv,x এর মান েবর করাই আমােদর জনয্
যেথষ্ট। ধর েনাড v এর চাইল্ডগুেলা হল u1, u2, . . . , um। পৰ্িতিট চাইেল্ডর
জনয্ যিদ আমােদর fui,∗ এর মানগুেলা কয্ালকুেলট করা থােক তাহেল fv,x

এর মান আমরা িকভােব েবর করেত পাির েসিট একটু িচন্তা কের েদখ।

েযেকােনা একিট চাইল্ড ui এর কথা িচন্তা কর। আমােদর হােত দুিট অপশন
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আেছ: হয় আমরা ui এর সাবিটৰ্ েথেক আমরা qi িট েনােডর এমন একিট
সাবগৰ্াফ িনব যােত ui েনাডিটও তার অন্তভুর্ক্ত থােক, অথবা (v, ui) এজিটই
আমরা মুেছ িদব; েসেক্ষেতৰ্ আমরা qi = 0 ধরেত পাির। পৰ্থম েক্ষেতৰ্ আমােদর
fui,qi িট এজ মুেছ েফলেত হেব, আর িদব্তীয় েক্ষেতৰ্ আমােদর ১ িট এজ মুেছ
েফলেত হেব। আর আমােদর fv,x এর মান েবর করার জনয্ এমন ভােব qi

িসেলক্ট করেত হেব েযন q1 + q2 + · · ·+ qm = x− 1 হয়।

িডিপ েস্টট-এ শুধুমাতৰ্ v আর x এর মান েরেখ আমরা আর আগােত পারিছ
না, কারন আমরা যিদ পৰ্িতিট চাইল্ড েথেক সম্ভাবয্ সকল ধরেনর qi এর মান
িনেয় েচক কির তাহেল আমােদর কমেপ্লিক্সিট এক্সেপােননিশয়াল হেয় যােব।
তাই আমােদর fv,x এর মান েবর করার জনয্ আেরকিট িডিপর সাহাযয্ িনেত
হেব।

ধির gi,x এর মান হল v এর পৰ্থম i িট চাইল্ড েথেক সবর্িনম্ন েয কয়িট
এজ মুেছ িদেল x িট েনােডর একিট সাবগৰ্াফ পাওয়া যােব েযন v েনাডিটও
েসই সাবগৰ্ােফর অংশ হয়। অথর্াৎ পৰ্থম i িট চাইল্ড েথেক q1, q2, . . . , qi

এমনভােব িসেলক্ট করেত হেব েযন q1+ q2+ · · ·+ qi = x−1 হয়। এখন
gi,x এর মান আমরা gi−1,∗ মানগুেলা েথেক খুব সহেজই েবর কের িনেত
পাির িনেচর িরকােরন্সিটর মাধয্েম:

gi,x = min{gi−1,x + 1, min
1≤a≤x

gi−1,x−a + fui,a}

উপেরর লাইেন দুিট অপশনই িবেবচনা করা হেয়েছ। যিদ i তম চাইেল্ডর সােথ
v এর এজিট মুেছ েফলা হয় তাহেল i তম চাইেল্ডর আেগর চাইল্ডগুেলা েথেক
x িট েনােডর সাবগৰ্াফ েপেত কমপেক্ষ gi−1,x িট এজ মুেছ েফলেত হেব
এবং (v, ui) এজিট সহ েমাট gi−1,x + 1 িট এজ মুছেত হেব। আর যিদ i

তম চাইল্ড ui এর সাবিটৰ্ েথেক a িট েনােডর সাবগৰ্াফ েনওয়া হয় যােত ui

তােত অন্তভুর্ক্ত থােক তাহেল ui এর সাবিটৰ্ েথেক কমপেক্ষ fui,a িট এজ মুেছ
েফলেত হেব এবং u1, u2, . . . , ui−1 চাইল্ডগুেলা েথেক েমাট gi−1,x−a িট
এজ মুেছ েফলেত হেব। অথর্াৎ েমাট gi−1,x−a+ fui,a িট এজ মুেছ েফলেত
হেব। সবেশেষ gm,x এর েয মান কয্ালকুেলট করা হেব েসিটই হেব fv,x এর
মান। এভােব পৰ্িতিট েনােডর জনয্ আমরা আেরকিট িডিপর মাধয্েম fv,x এর
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মানগুেলা িননর্য় করেত পারব।

§ ৩.৩ কমেপ্লিক্সিট অয্ানালাইিসস

িনিদর্ষ্ট েকােনা একিট েনাড v এর জনয্ fv,∗ এর মানগুেলা েবর করেত কয়িট
অপােরশন লাগেব েসিট িহেসব করার েচষ্টা করব আমরা। পৰ্থমত েকােনা
েনাড v এর সাবিটৰ্েত |Tv| − 1 সংখয্ক এজ আেছ, সুতরাং
x = 1, 2, 3, . . . , (|Tv| − 1) এর জনয্ fv,x এর মানগুেলা েবর করেলই
হেব আমােদর। আবার gi−1,∗ েথেক gi,∗ এর মানগুেলা েবর করেত
আমােদর O (|Tv|.|Tui |) কমেপ্লিক্সিট পৰ্েয়াজন। সুতরাং েনাড v এর জনয্
fv,∗ এর মানগুেলা েবর করেত আমােদর সবর্েমাট কমেপ্লিক্সিট
O (|Tv| ×

∑m
i=1 |Tui |)। েযেহতু |Tv| = 1 +

∑m
i=1 |Tui | তাই আমরা

এেক েলখেত পাির: O (|Tv|.|Tv|) = O
(
|Tv|2

)
িহেসেব। আর সব

েনােডর জনয্ এই মান েযাগ করেল আমােদর কমেপ্লিক্সিট হেব
O
(∑n

i=1 |Ti|2
)
= O

(
n3
)

মজার বয্াপার হল আমরা আমােদর অয্ালেগািরদমেক েতমন েকােনা পিরবতর্ন
না কেরই O(n2) বািনেয় িদেত পাির। এজনয্ আমােদর একটু িভন্নভােব
অয্ানালাইিসস করেত হেব।

েলমা

Tv এর সকল েনােডর জনয্ f∗,∗ এর মানগুেলা O
(
|Tv|2

)
কমেপ্লিক্সিটেত েবর করা সম্ভব।

পৰ্মাণ: পৰ্মােণর জনয্ গািনিতক আেরােহর সাহাযয্ িনব। এখােন আমরা |Tv|
এর ওপর গািণিতক আেরাহ পৰ্েয়াগ করব। ধর, যিদ েকান েনাড h এর জনয্
|Th| < |Tv| হয় তাহেল Th এর সকল েনােডর জনয্ f∗,∗ এর মানগুেলা
O(|Th|2) কমেপ্লিক্সিটেত েবর করা সম্ভব। আমরা পৰ্মাণ করব তাহেল Tv

এর সকল েনােডর জনয্ও f∗,∗ এর মানগুেলা O(|Tv|2) কমেপ্লিক্সিটেত েবর
করা সম্ভব। েবস েকস |Tv| = 1 এর জনয্ িনঃসেন্দেহ O(12) = O(1)

কমেপ্লিক্সিটেত f∗,∗ এর মানগুেলা েবর করা সম্ভব।
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ধর v এর চাইল্ডগুেলা হল u1, u2, . . . , um। েযেহতু |Tui | < |Tv| তাই
u1, u2, . . . , um চাইল্ডগুেলার সাবিটৰ্র সকল েনােডর জনয্ f∗,∗ এর মানগুেলা
েবর করেত আমােদর যথাকৰ্েম O(|Tu1 |2),O(|Tu2 |2), . . . ,O(|Tum |2)
কমেপ্লিক্সিট পৰ্েয়াজন। সুতরাং চাইল্ডগুেলার সাবিটৰ্র সকল েনােডর জনয্ f∗,∗
এর মানগুেলা েবর করেত O

(∑m
i=1 |Tui |2

)
কমেপ্লিক্সিট লাগেব।

এখন আমােদর শুধুমাতৰ্ fv,∗ এর মানগুেলা েবর করা বািক। লক্ষয্ কর, v এর
পৰ্থম i িট চাইল্ড েথেক সেবর্াচ্চ

∑i
j=1 |Tuj | িট এজ মুেছ েফলা সম্ভব। তাই

gi,x এর মান েবর করার সময় আমােদর x এর মান সেবর্াচ্চ
∑i

j=1 |Tuj |
পযর্ন্ত িবেবচনা করেলই হেচ্ছ। gi,x এর িরকােরন্সিট আবার লক্ষয্ কর:

gi,x = min{gi−1,x + 1, min
1≤a≤x

gi−1,x−a + fui,a}

এখােন x− a এর মান সেবর্াচ্চ
∑i−1

j=1 |Tuj | হেব এবং a এর মান সেবর্াচ্চ
|Tui | হেব। তাই gi,∗ এর মান েবর করেত আমােদর আসেল
O
(
|Tui | ×

∑i−1
j=1 |Tuj |

)
কমেপ্লিক্সিট লাগেব। x − a ≤

∑i−1
j=1 |Tuj |

এবং a ≤ |Tui | েক একতৰ্ করেল আমরা পাব
x −

∑i−1
j=1 |Tuj | ≤ a ≤ |Tui | অথর্াৎ, িরকােরন্সিটেত a এর েরঞ্জ

1 ≤ a ≤ x েক পিরবতর্ন কের x −
∑i−1

j=1 |Tuj | ≤ a ≤ |Tui | কের
িদেলই হেব। এভােব সবগুেলা চাইেল্ডর জনয্ কয্ালকুেলট করেত
O
(∑m

i=1

∑i−1
j=1 |Tui |.|Tuj |

)
কমেপ্লিক্সিট লাগেব। সুতরাং েমাট

কমেপ্লিক্সিট হেব

O

 m∑
i=1

i−1∑
j=1

|Tui |.|Tuj |+
m∑
i=1

|Tui |2


≤ O

2

m∑
i=1

i−1∑
j=1

|Tui |.|Tuj |+
m∑
i=1

|Tui |2


= O

( m∑
i=1

|Tui |

)2
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= O
(
|Tv|2

)
এখন T1 এর উপর এই এই উপপাদয্িট পৰ্েয়াগ করেলই পৰ্মাণ হেয় যােব
সকল f∗,∗ এর মান O(n2) কমেপ্লিক্সিটেত েবর করা সম্ভব।

§ ৩.৪ কিমব্েনটিরয়াল পৰ্মাণ

একিট িভন্ন সমসয্া িনেয় িচন্তা করা যাক। ধর আমােদর েবর করেত এমন
কয়িট কৰ্মেজাড় (x, y) আেছ েযন েনাড x এবং েনাড y এর েলােয়স্ট কমন
অয্ানেসসটর (lowest common ancestor) েনাড v হয় এবং x ও y এর
েকানিটই v এর সমান না হয়। এেক আমরা Fv দব্ারা পৰ্কাশ করব। x আর y

েলােয়স্ট কমন অয্ানেসসটর v হেল x এবং y অবশয্ই v এর দুিট িভন্ন িভন্ন
চাইেল্ডর সাবিটৰ্েত অবিস্থত। ধরা যাক x েনাডিট Tui এবং y েনাডিট Tuj েত
অবিস্থত। সুতরাং (x, y) কৰ্মেজাড়িটেক েমাট |Tui |×|Tuj | ভােব বাছাই করা
েযেত পাের। যিদ আমরা সকল সম্ভাবয্ চাইেল্ডর কৰ্মেজাড় (ui, uj) (যােত
ui ̸= uj হয়) এর জনয্ |Tui | × |Tuj | এর েযাগফল িননর্য় কির তাহেলই
আমরা কািঙ্ক্ষত উত্তর েপেয় যাব। অথর্াৎ এমন কৰ্মেজাড় সংখয্া হেব

Fv =
∑

|Tui |.|Tuj | = 2
m∑
i=1

i−1∑
j=1

|Tui | × |Tuj |

েযেহতু েযেকােনা কৰ্মেজাড় (x, y) এর জনয্ একিট অননয্ েলােয়স্ট কমন
অয্ানেসসটর আেছ এবং সবর্েমাট 2

(
n
2

)
িট (x, y) কৰ্মেজাড় গঠন করা সম্ভব

তাই আমরা িলখেত পাির

n∑
i=1

Fi ≤ 2

(
n

2

)

িকন্তু আমরা জািন
∑m

i=1

∑i−1
j=1 |Tui |×|Tuj | কমেপ্লিক্সিটেত আমরা েকােনা

েনাড v এর জনয্ f∗,∗ এর মানগুেলা েবর করেত পাির। অথর্াৎ f∗,∗ এর
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মানগুেলা েবর করেত আমােদর O(Fv) কমেপ্লিক্সিট পৰ্েয়াজন। সুতরাং সকল
েনােডর জনয্ f∗,∗ এর মান েবর করেল আমােদর কমেপ্লিক্সিট হেব:

O

(
n∑

i=1

Fi

)
= O

(
2

(
n

2

))
= O

(
n2
)

§ ৩.৫ অনয্ানয্ সমসয্া

এই আইিডয়াটার সবেচেয় ভােলা িদক হেচ্ছ এিট অনয্ানয্ অেনক িটৰ্ িডিপ
সমসয্ােতই পৰ্েয়াগ করা যায়। িবেশষত যিদ িডিপ েস্টট-এ েনাড ছাড়াও আরও
একিট েস্টট থােক তাহেল েবিশর ভাগ েক্ষেতৰ্ই বয্ািরেকডস িটৰ্ক অয্ািপ্লেকবল।
িনেজর করার জনয্ িকছু অনুশীলন েদওয়া হল

পড়া থামাও, িনেজ েচষ্টা কেরা
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§ ৪.১ পৰ্মাণ দাও

সাধারণত িগৰ্িড অয্ালগিরদম গুেলা অেনকটা এরকম হয়ঃ যতক্ষণ পযর্ন্ত সম্ভব
পৰ্দত্ত শতর্গুেলা িঠক েরেখ তুিম পৰ্িতবার একিট কের ইিলেমন্ট িসেলক্ট কের
েতামার সিলউশেন অয্াড করবা েযটায় েতামার সবেচেয় েবিশ লাভ হয়। আমরা
এক্সেচঞ্জ আগুর্েমন্ট বয্বহার কের েযমন আমােদর এই িগৰ্িড অয্ালগিরদেমর শুদ্ধতা
পৰ্মাণ করেত পাির, েতমিন এক্সেচঞ্জ আগুর্েমন্ট এর ধাপ গুেলা িনেয় িচন্তা করেত
িগেয় আমােদর িগৰ্িড সিলউশনও দাঁড় কিরেয় েফলেত পাির। এক্সেচঞ্জ আগুর্েমন্ট
পৰ্ুফ গুেলার েমইন আইিডয়া হেলা, তুিম েযেকােনা একিট অিপ্টমাল সিলউশন
িনেব, তারপর েসিটেক ধােপ ধােপ এমনভােব েতামার িগৰ্িড সিলউশেন পিরবতর্ন
করেব েযন পৰ্িত ধােপ েতামার েকান লস না হয়। তাহেল তুিম বলেত পারেব
েতামার িগৰ্িড সিলউশন অন্তত েকান একিট অিপ্টমাল সিলউশেনর চাইেত খারাপ
না। অনয্ভােব বলেত েগেল, েতামার সিলউশনও একিট অিপ্টমাল সিলউশন।
একটা উদাহরণ েদখা যাক।

সমসয্া ৪.১ (ডট পৰ্ডাক্ট িমিনমাইেজশন): েতামােক দুিট অয্াের েদওয়া আেছ।
েতামােক এমনভােব অয্াের দুিটেক িরঅয্ােরঞ্জ করেত হেব েযন তােদর ডট
গুণফল অথর্াৎ,

∑N
i=1AiBi এর মান িমিনমাম হয়।

সমাধান: আমরা চাই না দুিট বড় বড় সংখয্া একসােথ থাকুক কারণ তােদর
গুণফল অবশয্ই বড় হেয় যােব। অনয্িদেক, দুিট েছাট েছাট সংখয্া একসােথ
থাকেল লাভ হেত পাের বেল মেন হেত পাের। িকন্তু এরকম করেল বড় বড়
সংখয্া গুেলা একসােথ হেয় যােব। তাহেল এরকম একটা িকছু করা যায়- একিট
েছাট আর একিট বড় সংখয্া একসােথ েপয়ারআপ করা। এই আইিডয়াটােক
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গুিছেয় বলেল হেব- পৰ্থম অয্ােরিটেক নন-িডিকৰ্িজং অডর্াের সটর্ করা এবং
িদব্তীয় অয্ােরিটেক নন-ইনিকৰ্িজং অডর্াের সটর্ করা। এখন আমােদর পৰ্মাণ
করেত হেব, এিট একিট অিপ্টমাল সিলউশন। আমরা ধের িনেত পাির পৰ্থম
অয্ােরিট নন-িডিকৰ্িজং অডর্াের সটর্ করা আেছ। এখন ধেরা এমন একটা অিপ্টমাল
সিলউশন আেছ েযখােন B িডিকৰ্িজং অডর্াের সটর্ করা েনই, অথর্াৎ, এমন একটা
i আেছ েযন, Bi < Bi+1। এখন আমরা এেদরেক েসায়াপ কের আমােদর
িগৰ্িড সিলউশেনর িদেক েযেত চাই। যিদ েসায়াপ কির, তাহেল আমেদর গুণফেল
েযই অিতিরক্ত কস্ট অয্াড হেব তা হেলাঃ AiBi+1 +Ai+1Bi −AiBi −
Ai+1Bi+1। সুতরাং আমােদর পৰ্মাণ করেত হেব-

AiBi+1 +Ai+1Bi −AiBi −Ai+1Bi+1 ≤ 0

Ai(Bi+1 −Bi)−Ai+1(Bi+1 −Bi) ≤ 0

Ai ≤ Ai+1 কারণ, Bi+1 −Bi > 0

আসেলই তাই! (ইমিপ্লেকশন গুেলা উল্টা অডর্াের িলখেত হেব আরিক ফমর্াল
পৰ্ুেফ...) তাহেল আমরা পৰ্ুফ কের েফললাম- এভােব েসায়াপ করেত থাকেল
আমরা েকান লস ছাড়াই অিপ্টমাল সিলউশন েথেক িগৰ্িড সিলউশেন েপৗছােত
পারেবা (েখয়াল কেরা, শুধুমাতৰ্ দুেটা পাশাপািশ উপাদান েসায়াপ কের কেরই
িকন্তু একিট িসকুেয়েন্সর েযেকােনা পারমুেটশেন েপৗছেনা যায়)। অথর্াৎ, আমােদর
িগৰ্িড সিলউশনও একিট অিপ্টমাল সিলউশন! ■

§ ৪.২ মুল েটকিনক

িগৰ্িড অয্ালগিরদম েবর করার পের তা এক্সেচঞ্জ আগুর্েমন্ট িদেয় পৰ্মাণ করার
জনয্ আমরা যা কির তােক মূলত িনেচর ৩টা েস্টেপ ভাগ করা যায়-

১. ধরলাম আমােদর িগৰ্িড অয্ালগিরদম বয্বহার কের আমরা একটা
সিলউশন G = {g1, g2, . . . , gn} েপেয়িছ, আর
O = {o1, o2, . . . , om} একিট অিপ্টমাল সিলউশন। এখােন িকন্তু
আমরা ধের িনিচ্ছ G আর O দুেটাই সবরকেমর শতর্ েমেনই বানােনা
হেয়েছ।
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২. ধের নাও G ̸= O আর তােদর মেধয্ পাথর্কয্ কেরা, েযমন, ধর G েত
এমন একিট উপাদান েপেল েযিট O েত েনই (অথবা, O েত এমন
একিট উপাদান েপেল েযিট G েত েনই) অথবা এমন দুিট উপাদান
আেছ যারা G েত েযই অডর্াের আেছ, O েত তার িবপরীত অডর্াের
আেছ।

৩. এক্সেচঞ্জ। েযমন, পৰ্থম েকইস এর জনয্ O েথেক একিট উপাদান েবর
কের আেরকিট উপাদান ঢুকালা, অথবা িদব্তীয় েকইস এর জনয্ অডর্ারটা
েসায়াপ কের িদেল (েবিশরভাগ সময় খািল পাশাপািশ ২টা উপাদান
িনেয়ই কাজ করা হয়)। এখন কারণ েদখাও, এক্সেচঞ্জ করার পর েতামার
নতুন সিলউশনটা আেগরটার তুেলানায় খারাপ না এবং এরপর েদখােব
তুিম যিদ এইরকম এক্সেচঞ্জ করেত থােকা তাহেল একসময় O েক G

এর সমান বানােত পারেব। সুতরাং েতামার িগৰ্িড সিলউশন েযেকােনা
অিপ্টমাল সিলউশেনর (বা েযেকােনা নন-অিপ্টমাল সিলউশেনর) চাইেত
ভাল বা সমান, যার মােন দাঁড়ােলা েতামার সিলউশনও একিট অিপ্টমাল
সিলউশন।

অেনক ভারী ভারী আেলাচনা হেয় েগেলা! আসেল পৰ্থেমই েয বেলিছলাম
এক্সেচঞ্জ আগুর্েমন্ট িদেয় পৰ্ুফ করেত িগেয় আমরা অেনকসময় িগৰ্িড সিলউশনও
দাঁড় কিরেয় েফলেত পাির- এভােব িচন্তা করেল আমরা িকছু কিন্ডশন পাই (েযমন
পাশাপািশ ২টা উপাদােনর মেধয্ িকরকম সম্পকর্ হেত পাের) এবং েসগুেলা েথেক
আমরা উপাদান গুেলার একিট অডর্ািরং েপেত পাির েযটা আমােদর কাজেক
অেনক সহজ কের েদয়। আশা কির পেরর অংেশর উদাহরণগুেলা েদখেল
িবষয়টা পিরষ্কার হেব।

পড়া থামাও, িনেজ েচষ্টা কেরা

সমসয্া ৪.২: দুিট অয্াের েদওয়া আেছ (একই উপাদান বার বার থাকেত
পাের)। অয্াের দুিটর উপাদােনর মািল্টেসট গুেলা সমান, অথর্াৎ, এেদরেক
সটর্ করেল অয্াের দুিট একই হেব। তুিম পৰ্িত ধােপ পৰ্থম অয্ােরিটর দুিট
পাশাপািশ উপাদান েসায়াপ করেত পারবা। িমিনমাম কয়িট মুেভ পৰ্থম
অয্ােরিটেক তুিম িদব্তীয় অয্ােরর সমান করেত পারেব তা েবর করেত
হেব।
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§ ৪.৩ িডিপর সােথ সম্পকর্

আমরা যখন িকছু উপাদােনর উপর িডিপ কির তখন আমরা েকান েকান
উপাদানগুেলা িবেবচনা কের েফেলিছ এবং েকানগুেলা বািক আেছ তার িহসাব
রাখেত হয় এবং েবিশরভাগ েক্ষেতৰ্ই তা একিট িপৰ্িফক্স বা সািফক্স হয়। অথর্াৎ
আমােদর O(N) সাইেজর একটা েস্টট রাখেত হয়। িকন্তু মেন কেরা
আমােদর উপাদােনর একিট অিপ্টমাল সাবেসট বাছাই করেত হেব যােত েসই
সাবেসেটর উপাদানগুেলা এমন ভােব সাজােনা যায় েযন েসই অডর্ার িকছু শতর্
পালন কের। তখন িক করা যায়? এমন পৰ্বেলম েদখেল মেন হেত পাের
েকান িগৰ্িড সিলউশন েবর করেত পাির িকনা েদিখ। হয়েতা তুিম েপেয়ও
েযেত পােরা! িকন্তু এরকম সমসয্ায় এক্সেচঞ্জ আগুর্েমন্ট এর েটকিনকিটও
অয্াপ্লাই কের েদখা উিচত। এক্সেচঞ্জ আগুর্েমন্ট অয্াপ্লাই কের আমরা
উপাদানগুেলার একিট অডর্ার েপেত পাির েযখােন অন্তত একিট অিপ্টমাল
আন্সাের উপাদানগুেলা েসই অডর্ার অনুযায়ী সাজােনা থাকেব। তারপের আমরা
িপৰ্িফেক্সর/সািফেক্সর উপর িডিপ করেত পাির।

সমসয্া ৪.৩ (Code Festival ’17 Final D - Zabuton): একিট বািলশ
পৰ্িতেযািগতায় N ≤ 5 × 103 জন পৰ্িতেযাগী আেছ। পৰ্েতয্ক পৰ্িতেযাগীর
জনয্ ২িট সংখয্া- তার উচ্চতা (0 ≤ hi ≤ 109) এবং তার কােছ কয়িট
বািলশ আেছ (1 ≤ pi ≤ 109) তা েতামােক েদওয়া আেছ। পৰ্িতেযাগীেদর
িনিদর্ষ্ট একিট কৰ্েম সাজােনার পর তারা েসই কৰ্েম এেক এেক আেস এবং সূ্তেপ
বািলেশর সংখয্া েদেখ (পৰ্থেম ০ থাকেব)। যিদ সূ্তেপ তার িনেজর উচ্চতার েচেয়
েবিশ সংখয্ক বািলশ থােক তাহেল েস মন খারাপ কের চেল যায়, নতুবা তার
কােছ যতিট বািলশ আেছ েসগুেলা েস সূ্তেপ েরেখ েদয়। েতামােক েবর করেত
হেব িকভােব পৰ্িতেযাগীেদর সাজােল সেবর্াচ্চ সংখয্ক পৰ্িতেযাগী বািলশ রাখেত
পারেব (মন খারাপ করেব না)। েতামােক শুধু েসই সেবর্াচ্চ সংখয্ািট আউটপুট
িদেত হেব।

সমাধান: মেন কেরা এমন একিট সাজােনার উপায় আেছ যােত সবাই বািলশ
রাখেত পাের (আসেল েতা না-ই থাকেত পাের, িকন্তু আমরা পৰ্থেম িসম্পল
িজিনস িনেয় ঘাঁটাঘাঁিট কের েদিখ না িক পাই)। ধেরা, O হেলা এমন একিট
সাজােনার উপায়। আমরা এক্সেচঞ্জ আগুর্েমন্ট অয্াপ্লাই কের েবর করার েচষ্টা

https://atcoder.jp/contests/cf17-final/tasks/cf17_final_d
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করেবা এেদর মেধয্ সম্পকর্ েকমন হেত পাের। O এর িকছু পৰ্পািটর্ িলেখ
শুরু করা যাক। O েত পাশাপািশ আেছ এমন ২িট পৰ্িতেযাগী নাও আর ধেরা
P হেলা i এর আেগ আসা পৰ্িতেযাগীেদর বািলেশর সংখয্ার েযাগফল, অথর্াৎ,
P =

∑i−1
j=1 pi। এখন, O একিট ভয্ািলড অডর্ািরং হেব যিদ এবং েকবল

যিদঃ

P ≤ hi এবং (৪.৩.১)
P + pi ≤ hi+1 (৪.৩.২)

হেত হেব। এখন িনেচর দুিটর মেধয্ েযেকােনা একিট হেত পােরঃ

১. i এবং i+ 1 এক্সেচঞ্জ করা যােব না। অথর্াৎ, i তম এবং i+ 1 তম
পৰ্িতেযাগীর অবস্থান যিদ আমরা পিরবতর্ন কের েদই তাহেল O একিট
ভয্ািলড িসকুেয়ন্স থাকেব না। অনয্ভােব বলেত েগেল-

hi+1 < P অথবা (৪.৩.৩)
hi < P + pi+1 (৪.৩.৪)

হেত হেব। েখয়াল কেরা, (৪.৩.২) সতয্ হেল (৪.৩.৩) সতয্ হেত পাের
না। সুতরাং, (৪.৩.৪)-েক সতয্ হেত হেব। (৪.৩.১), (৪.৩.২) এবং
(৪.৩.৪) েথেক িহসাব কের পাই-

pi + hi < pi+1 + hi+1 (৪.৩.৫)

-একিট কমিপ্লট অডর্ার! িকন্তু এর মােন িক আসেল? (৪.৩.৫) আমােদর
বলেছ, অিপ্টমাল িসকুেয়েন্সর পাশাপািশ দুিট উপাদান যিদ এক্সেচঞ্জ করা
না যায় তাহেল তারা (৪.৩.৫) শতর্ পূরণ কের। িকন্তু আমােদর েতা
আেরকিট েকইস বািক রেয় িগেয়েছ! তখন িক হেব?

২. i এবং i+ 1 এক্সেচঞ্জ করা যােব। তাহেল,

P ≤ hi+1 এবং (৪.৩.৬)
P + pi+1 ≤ hi (৪.৩.৭)
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হেত হেব। একটু েখয়াল করেল েদখেব (৪.৩.৭) =⇒ (৪.৩.১) এবং
(৪.৩.২) =⇒ (৪.৩.৬)। তাই (৪.৩.১) আর (৪.৩.৬) আমােদর
িচন্তা েথেক বাদ িদেয় িদেত পাির। আেরকটা খুবই সুন্দর িজিনস হেলা,
(৪.৩.৫) এবং (৪.৩.৭) েথেক আমরা বলেত পাির (৪.৩.২) সতয্ হেব।
আবার আমরা আেগই েদেখিছ (৪.৩.৭) সতয্ হেল (৪.৩.১) সতয্ হেব।
অথর্াৎ, আমরা যিদ এক্সেচঞ্জ করেত পাির, তাহেল (৪.৩.৫) অনুযায়ী
সাজােলও O একিট ভয্ািলড িসকুেয়ন্স থাকেব!

েমাটকথা হেলা, যিদ অন্তত একিট ভয্ািলড অয্ােরঞ্জেমন্ট থােক তাহেল
পৰ্িতেযাগীেদর (৪.৩.৫) অনুযায়ী সটর্ করেল েসিটও একিট ভয্ািলড িসকুেয়ন্স
হেব! এখন তাহেল আমােদর কাজ হেলা ইনপুেট েদওয়া পৰ্িতেযাগীেদর
(৪.৩.৫) িদেয় সটর্ করার পর (৪.৩.১) এবং (৪.৩.২) শতর্ পালন কের এমন
ময্ািক্সমাম েলংেথর সাবিসকুেয়ন্স েবর করা। এই কাজিট আমরা একিট সাধারণ
িডিপ িদেয়ই করেত পাির।

dpi,P এর মান হেলা- পৰ্থম i িট উপাদান িবেবচনা করেল ময্ািক্সমাম ভয্ািলড
সাবিসকুেয়েন্সর েলংথ যােত সাবিসকুেয়েন্সর pi গুেলার েযাগফল P এর সমান
হয়। এটার টৰ্ানিজশন অেনক েসাজা। িকন্তু আসল কথা হেলা, P এর মান েতা
অেনক বড় হেত পাের!

িডিপর েস্টট এবং ভয্ালু েসায়াপ করা। আমরা আেগই িডিপর েস্টট-ভয্ালু েসায়াপ
করার িকছু উদাহরণ েদেখ এেসিছ। এখােনও আমােদর েসিট লাগেব। আমােদর
নতুন িডিপ dpi,j এর মান হেলা েকান একিট j সাইেজর ভয্ািলড সাবিসকুেয়েন্সর
িমিনমাম

∑
pi এর মান। এটার টৰ্ানিজশনও েসাজা, পাঠেকর অনুশীলনীর জনয্

আর বেল েদওয়া হেচ্ছ না। ■

সমসয্া ৪.৪ (JOI Spring Camp ’19 - Lamps): েতামােক দুিট N

সাইেজর বাইনাির অয্াের A আর B েদওয়া আেছ। তুিম পৰ্িত ধােপ িনেচর
েযেকােনা একিট অপােরশন A অয্ােরর উপর পৰ্েয়াগ করেত পারবা-

১. েসট অপােরশনঃ একিট েরঞ্জ [l, r] েযখােন 1 ≤ l ≤ r ≤ N বাছাই
কের A[l . . . r] এর সব মান 0 কের িদেব।

https://oj.uz/problem/view/JOI19_lamps
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২. িরেসট অপােরশনঃ একিট েরঞ্জ [l, r] েযখােন 1 ≤ l ≤ r ≤ N

বাছাই কের A[l . . . r] এর সব মান 1 কের িদেব।

৩. টগল অপােরশনঃ একিট েরঞ্জ [l, r] েযখােন 1 ≤ l ≤ r ≤ N বাছাই
কের A[l . . . r] এর সব মান পিরবতর্ন কের িদেব (০ থাকেল ১ আর
১ থাকেল ০ করেত হেব)।

েতামােক েবর করেত হেব িমিনমাম কয়িট অপােরশেন তুিম A অয্ােরেক B

এর সমান করেত পারেব।

সমাধান: যিদও েবিশরভাগ অপিটমাইেজশন পৰ্বেলমই হয় িগৰ্িড না হয় িডিপ
হয়, তাও েকও যিদ এইধরেনর পৰ্বেলম আেগ কখেনা না েদেখ থােক তাহেল
এটা েয আেদৗ িডিপ পৰ্বেলম, তা আন্দাজ করারও উপায় আেছ বেল আিম
মেন কির না। পৰ্বেলমটা সম্পেকর্ িকছু আইিডয়া পাওয়ার জনয্ আমরা একিট
িমিনমাম অপােরশেনর িসকুেয়ন্স েকমন হেত পাের তা িচন্তা করেত পাির। ধেরা
এমন একটা িসকুেয়ন্স হেলা o1, o2, . . . , ok (তাহেল k হেলা আমােদর উত্তর,
আর, একটা অপােরশনেক আমরা একটা টুপল oi = (li, ri, ⋆i) িদেয় বণর্না
করেবা)। এখন আমরা একটু খিতেয় েদখেবা, একটা অপােরশন আেরকটা
অপােরশেনর ওপর িকভােব পৰ্ভাব েফলেছ। দুেটা অপােরশন oi আর oj নাও
(i < j)। এখন েদেখা, যিদ j > i + 1 হয় তাহেল ঐ দুিট অপােরশেনর
মােঝ আরও অেনক অপােরশন এেস আমােদর ঝােমলায় েফেল িদেচ্ছ। তাই
আমরা আপাতত j = i + 1 ধির, অথর্াৎ oi আর oi+1 িনেয় িচন্তা করেবা
আমরা এখন। আমরা এবার এই অপােরশন দুেটা েকােনাভােব কমব্াইন কের
একিট অপােরশন বানােনার েচষ্টা করেবা যােত আমােদর অপােরশেনর সংখয্া
কেম যায়। িকন্তু আমরা েতা একটা িমিনমাম সাইেজর িসকুেয়ন্স িনেয়িছলাম! হয্াঁ,
আমরা যিদ ঐ ২টা অপােরশন কমব্াইন করেত পাির, তাহেল এমন ৈবিশেষ্টয্র
২িট অপােরশন আমরা েকান অিপ্টমাল িসকুেয়েন্স পাশাপািশ পােবা না। এভােব
আমরা িকরকম ৈবিশষ্টয্ একিট অিপ্টমাল িসকুেয়েন্স থাকেব আর িকরকম ৈবিশষ্টয্
থাকেব না তা সম্পেকর্ ধারনা েপেত পাির। কেয়কটা েকইস আেছ-

• ⋆i = ⊕, ⋆i+1 = ⊕১। পৰ্থেমই সবেচেয় সহজটা েদখা যাক। দুিট
১⊕ িদেয় টগল, 1 িদেয় েসট এবং 0 িদেয় িরেসট অপােরশন বুঝােনা হেয়েছ
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েরেঞ্জর জনয্ সবরকেমর অপশন এঁেক েদখেত পােরা, েযমন- এমটা
েরেঞ্জর িভতর আেরকটা অথবা একটার িভতর আেরকটা সমূ্পণর্ না
েথেক ওভারলয্াপ করেছ ইতয্ািদ। যিদ েরঞ্জ দুিট এেক-অপরেক েছদই
না কের তাহেল েতা আমােদর আর েতমন িকছু করার েনই। িকন্তু
সবিকছু সািজেয় রাখার জনয্ আমরা েযটা করেত পাির তা হেলা- যিদ
li > li+1 হয় তাহেল তােদর েসায়াপ কের িদেত পাির। আমরা এখন
েথেক যখনই পাির, l এর এরকম Non-decreasing অডর্ার িঠক
রাখার েচষ্টা করেবা। আর েরঞ্জগুেলা যিদ ওভারলয্াপ কের তাহেল িকন্তু
আমরা উভয় েরঞ্জ েথেক তােদর সাধারণ অংশ বাদ িদেয় িদেত পাির।

• ⋆i = ⊕, ⋆i+1 = 1। েরঞ্জগুেলা যিদ ওভারলয্াপ না কের তাহেল
আেগর মতই েতমন িকছু করেত হেব না। িকন্তু আমােদর সুিবধার
জনয্ আমরা েসট অপােরশনটােক আেগ িনেয় আসেত পাির আর টগল
অপােরশনটােক পের িনেয় েযেত পাির। েখয়াল কেরা, আমােদর এই
টৰ্ান্সফেমর্শেনর পেরও িকন্তু ফাইনাল অয্াের একই থাকেছ। আর টগল
অপােরশনটােক পের েনওয়ার কারণ হেলা েসট বা িরেসট অপােরশেনর
চাইেত টগল অপােরশেন আমরা এক িদক িদেয় েবিশ অপশন পাই।
এখন, েরঞ্জগুেলা যিদ ওভারলয্াপ কের তাহেল িক হেব? িচন্তা কের
েদেখা, আমরা িকন্তু পৰ্থেম oi এর েরেঞ্জ িরেসট অপােরশন অয্াপ্লাই
কের তারপর [li, ri] ∪ [li+1, ri+1] েরেঞ্জ টগল অপােরশন অয্াপ্লাই
করেত পাির; ফাইনাল অয্াের একই থাকেব।

• ⋆i = ⊕, ⋆i+1 = 0। আেগর েকইেসর মত এখােনও পৰ্থম
অপােরশনিটেক েসট এবং পেরর অপােরশনিটেক টগল বানােনা যায়।

• বািক েকইস গুলােত আসেল সব েরঞ্জগুেলা আলাদা আলাদা (disjoint)
কের েফলা যায়। এরপর না হয় আেগ েসট অপােরশন এবং পের িরেসট
অপােরশন- এইরকম অডর্ার িঠক রাখলাম।

উপেরর েকইসগুেলােত পৰ্থেম েসট বা িরেসট অপােরশন েরেখ এবং পের টগল
অপােরশন েরেখ িবেবচনা করা হয়িন কারণ আমরা এমিনেতই চািচ্ছ টগল
অপােরশনেক পের পাঠােত।
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উপেরর ঘাঁটাঘাঁিট েথেক আমরা এই অবজারেভশন পাই- অন্তত একিট এমন
অিপ্টমাল সিলউশন আেছ েযটােত সব েসট অপােরশন আেগ, তারপর সব
িরেসট অপােরশন এবং েশেষ সব টগল অপােরশন থাকেব। যিদও আমােদর
কােছ েকােনা িগৰ্িড সিলউশন বা েতমন িকছু জানা িছল না, তারপরও আমরা েসই
এক্সেচঞ্জ আগুর্েমন্ট এর ধাপ গুেলা পৰ্েয়াগ করার েচষ্টা কেরই এমন গুরুতব্পূণর্
অবজারেভশন েপেয় েগলাম! এখন আমােদর বািক এই অবজারেভশেনর সােথ
ইন্টারভাল িডিপ এবং িবটমাস্ক িডিপর সমনব্য় কের একটা িডিপ সিলউশন দাঁড়
করােনা। এখােন একিট েখয়াল করার িবষয় হেলা, আমরা এই অবজারেভশন
েবর করেত িদেয় আরও িকছু অপৰ্েয়াজনীয় কাজ কেরিছ, েযমন- পৰ্থম েকইেস
l দব্ারা অডর্ািরং করা। আসেল আমরা অেনকসময়ই এরকম কের থািক (েযমন
আমােদর একিট অয্াের েদওয়া থাকেল আর অয্ােরর উপাদানগুেলা যিদ েযেকােনা
কৰ্েম িনেয় কাজ করা যায় তাহেল আমরা ধের েনই অয্ােরটা সেটর্ড আেছ) কারণ
সবিকছু সাজােনা গুছােনা থাকেল িচন্তা করেত সুিবধা হয়। এটা একটা সাধারণ
পৰ্বেলম সিল্ভং স্টৰ্য্ােটিজ।

এখন আমরা িডিপ েস্টেট রাখেত পাির- i আর U। অথর্াৎ, dpi,U হেলা
A[1 . . . i] অয্ােরেক B[1 . . . i] অয্ােরেত রূপান্তর করেত িমিনমাম কয়িট
অপােরশেনর ইন্টারভাল ওেপন অথবা েক্লাজ করেত হেব যিদ A[1 . . . i] এর
ডান পাশ েথেক আেগ েথেকই U েসেটর (িবটমাস্ক) অপােরশেনর একিট কের
ইন্টারভাল ওেপন করা থােক (আমরা ওেপন ও েক্লাজ করার সময় আলাদা ভােব
+১ করেবা এবং েশেষ িডিপ ভয্ালুেক ২ িদেয় ভাগ করেলই আমােদর আসল
অয্ান্সার েপেয় যােবা)। েকান েকান অপােরশেনর ইন্টারভাল ওেপন আেছ তা
রাখার জনয্ আমরা একটা িবটমাস্ক রাখেবা। িবটমােস্কর ith িবট অন থাকা মােন
ith অপােরশেনর একিট ইন্টারভাল ওেপন আেছ (েযখােন i ∈ [0, 2] এবং
পৰ্থম অপােরশন েসট, িদব্তীয় অপােরশন িরেসট, তৃতীয় অপােরশন টগল)।
আমােদর সুিবধার জনয্ আমরা একটা ফাংশন f(b, S) িডফাইন করেত পাির
েযটা একটা িবট b আর একটা অপােরশেনর েসট S ইনপুট িনেব এবং িরটানর্
করেব b িবটিটর ওপর S এর অপােরশন গুেলা পযর্ায়কৰ্েম অয্াপ্লাই করেল
েশেষ b এর মান কত হেব। dpi,U কয্ালু্কেলট করার সময় আমরা িঠক করেবা
i এর উপর িদেয় েকান েকান অপােরশেনর ইন্টারভাল যােব (ধের িনলাম েসই
অপােরশেনর েসটিট হেলা V )। V েসটিট িফক্স করার পর (এমন 23িট েসট
আেছ) আমরা Ai এর ওপর V এর অপােরশনগুেলা অয্াপ্লাই কের যিদ েদিখ
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তা Bi এর সমান হেয়েছ, তাহেল েসিট একিট ভয্ািলড টৰ্ানিজশন হেব। েসই
টৰ্ানিজশেনর কস্ট হেব |U ⊕ V |২ কারণ েযসব অপােরশন U েত আেছ িকন্তু
V েত েনই েসগুেলা i+ 1তম ইনেডেক্স েক্লাজ করিছ আর েযসব অপােরশন
V েত আেছ িকন্তু U েত েনই েসগুেলা iতম ইনেডেক্স ওেপন করিছ। সুতরাং,
i− 1 সাইেজর িপৰ্িফেক্সর জনয্ ওেপন অপােরশেনর েসটিট হেব V । তাহেল
i ≥ 1 এর জনয্ আমােদর িডিপ িরকােরন্স হেব অেনকটা এরকমঃ

dpi,U = min
V⊆{0,1,⊕}, f(Ai,V )=Bi

{
dpi−1,V + |U ⊕ V |

}
আর েবস েকইস i = 0 এর জনয্ হেব- dp0,U = |U |। ফাইনাল আন্সার
হেব- minU⊆{0,1,⊕}

{
dpN,U

}
। িডিপ েস্টট আেছ NK টা এবং একটা

েস্টট েথেক টৰ্ানিজশন করা যায় K ভােব, েযখােন K হেলা U অথবা V এর
জনয্ ভয্ািলড েসেটর সংখয্া। সুতরাং, ওভারঅল কমেপ্লিক্সিট হেব O(NK2)।
েযেহতু U, V ⊆ {0, 1,⊕}, তাই K = 23। িকন্তু একটু িচন্তা করেলই েদখা
যােব েসট আর িরেসট অপােরশন একসােথ থাকার েকান মােনই হয় না। এমন
সাবেসটগুেলা বাদ িদেল K = 6 হয়। ■

সমসয্া ৪.৫ (Codeforces Gym 100971I - Deadline): েতামােক
একিট িডেরেক্টড গৰ্াফ েদওয়া হেয়েছ (N,M ≤ 2 × 105)। পৰ্িতিট েনাড
িদেয় একিট কাজ আর িডেরেক্টড এজ িদেয় েকান কােজর আেগ েকান
কাজগুেলা েশষ করেত হেব তা বুঝােনা হেয়েছ (u → v এজ থাকা মােন
হেলা u এর আেগ v কাজিট েশষ করেত হেব)। পৰ্িতিট কােজর জনয্ দুিট
ভয্ালু িদেয় িদেব েতামােক- কাজিট করেত কতক্ষণ লাগেব (ci) আর কাজিট
কত সমেয়র িভতের েশষ করেত হেব (di)। সব কাজ গুেলা েশষ করার
একটা উপায় েবর করেত হেব েতামােক, অথবা বলেব হেব েকানভােবই
সবগুেলা কাজ েশষ করা যােব না।

সমাধান: িডেপেন্ডিন্স িবেবচনায় না এেন শুধু c এবং d অয্ােরগুেলার ওপর

২⊕ অপােরটরিট হেলা দুিট েসট এর Symmetric Difference, অথর্াৎ, এমন আেরকিট
েসট েযখােন শুধু U অথবা V েত আেছ িকন্তু তােদর ইন্টারেসকশেন েনই এমন উপাদানগুেলা
আেছ। িবটমােস্কর ভাষায় বলেল Exclusive Or বা XOR বলেত পােরা। আর |S| এর
মােন হেলা S েসট এর সাইজ।

https://codeforces.com/gym/100971/problem/I
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এক্সেচঞ্জ আগুর্েমন্ট অয্াপ্লাই কের আমরা পাই, কাজগুেলা di িদেয় সটর্ করা
থাকেত হেব। তাহেল, আমােদর স্টৰ্য্ােটিজটা হেব অেনকটা এরকম- পৰ্িত ধােপ
আমরা েযই েনাডগুেলা পৰ্েসস করা হয়িন তােদর মেধয্ সবেচেয় েছাট di এর
েনাডটা িনেবা (ধেরা, u) এবং এই েনাডটােক আমরা যত শুরুর িদেক সম্ভব
বসােনার েচষ্টা করেবা। কত শুরুেত বসােত পাির আমরা এেক? আমােদরেক
অবশয্ই u এর িডেপেন্ডিন্সগুেলা সল্ভ করেতই হেব। তাই, েযসব েনাড এখেনা
পৰ্েসস করা হয়িন তােদর মেধয্ েযসব েনােড u েথেক েপৗঁছােনা যায় তােদর
েসট S (u িনেজও থাকেব িকন্তু) িনেবা আমরা। ধির, H হেলা S দব্ারা
ইিন্ডউসড সাবগৰ্াফ (Induced Subgraph৩)। এবার H এর এজ গুেলা
িরভাসর্ কের দাও এবং তারপর BFS এর মাধয্েম H এর টেপালিজকয্াল সটর্
েবর করেত হেব। িকন্তু BFS-এ FIFO (First In First Out) িকউ
বয্বহার না কের আমােদর িমিনমাম পৰ্ােয়ািরিট িকউ বয্বহার করেত হেব। এই
টেপালিজকয্াল অডর্ার আমােদর ফাইনাল িসকুেয়েন্সর েশেষ অয্াড কের িদেবা।
ধাপগুেলা চলাকালীন েকান সাইেকল পাওয়া েগেল বা আমরা েশেষ েয িসকুেয়ন্স
পােবা তা অনুযায়ী যিদ কাজগুেলা কের েকানিটর েডডলাইন পার হেয় যায়
তাহেল কাজগুেলা েশষ করার েকান উপায় েনই। ■

এিট যিদও একিট িডিপ সমসয্া না, তবুও এই আইিডয়াটা িডিপেত কােজ
েলেগ েযেত পাের। কারণ অেনক সময় আমােদর জানা থােক না েকান অডর্াের
িডিপ ভয্ালুগুেলা কয্ালকুেলট করেত হেব, েযমন আমরা হয়ত িডেরেক্টড
অয্াসাইিক্লক গৰ্াফ েথেক েনাডগুেলার একিট Partial Order েপেত পাির
িকন্তু েযই েপয়ারগুেলার মেধয্ েকান অডর্ার েনই েসগুেলা েকান অডর্াের পৰ্েসস
করেত হেত পাের েসটাও পৰ্বেলেমর একটা অংশ হেত পাের। েসজনয্ আমার
কােছ এই উদাহরণিট এখােন েদখােনা ভােলা আইিডয়া মেন হেয়েছ।

সমসয্া ৪.৬ (Pieces of Parentheses): N িট বৰ্য্ােকট িসকুেয়ন্স েদওয়া
আেছ (Balanced৪ নাও হেত পাের)। তুিম পৰ্থেম েসগুেলা একিট কৰ্েম
সাজাবা, তারপর েসই কৰ্েম তােদর েজাড়া লােগেত হেব এবং েজাড়া লাগােনা

৩একিট ভােটর্ক্স েসট S এর Induced Subgraph হেলা এমন একিট গৰ্াফ, েযখােন S এর
সব েনাড থাকেব এবং মূল গৰ্ােফর েযসব এজ শুধু S েথেক S এই িগেয়েছ শুধু েসগুেলা
থাকেব।

৪Balanced Bracket Sequence হেলা েযই বৰ্য্ােকট িসকুেয়ন্স েযটার মাঝখােন মাঝখােন
িকছু সংখয্া আর গািণিতক অপােরটর বসােল একিট শুদ্ধ গািণিতক রািশ পাওয়া যায়

https://open.kattis.com/problems/piecesofparentheses
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েসই িস্টৰ্ং েথেক িকছু কয্ােরক্টার বাদ িদেত হেব। কাজ গুেলা তুিম এমনভােব
করবা েযন েতামােক িমিনমাম সংখয্ক কয্ােরক্টার বাদ িদেত হয় িকন্তু ফাইনাল
িস্টৰ্ংটা একটা ভয্ািলড বৰ্য্ােকট িসকুেয়ন্স থােক।

সমাধান: আেগ একিট িস্টৰ্ং এর জনয্ অয্ান্সার িক হেব িচন্তা কির। আমরা সাধারণ
বৰ্য্ােকট ময্ািচং অয্ালগিরদমেক এভােব মিডফাই করেত পাির- (১ম ধাপ) যিদ
স্টয্াক খািল থাকা অবস্থায় আমরাএকিট Closing বৰ্য্ােকট পাই তাহেল েসই
কয্ােরক্টারিট িডিলট কের িদেবা, আর (২য় ধাপ) অয্ালগিরদমিট চালােনার েশেষ
স্টয্ােক েযই কয্ােরক্টারগুেলা বািক থাকেব তােদর বাদ িদেবা। এই মিডিফেকশন
েকান েকান কয্ােরক্টার িডিলট করেছ তা যিদ বৰ্য্ােকট িসকুেয়েন্সর িপৰ্িফক্স সাম
গৰ্ােফ৫ েদেখা তাহেল বুঝেত পারেব আমােদর বরাবর pn − 2min{pi} িট
কয্ােরক্টার িডিলট করেত হেচ্ছ।

িচতৰ্ ৪.1: ))((())()())))(()(() এর জনয্ গৰ্াফ। পৰ্থম ধােপ লাল
কয্ােরক্টারগুেলা িডিলট হেব। এর পর আমরা লাল অংশগুেলা বাদ িদেয় বািক
অংশগুেলােত একটার পর আেরকটা েজাড়া িদেল েডারাকাটা গৰ্াফিট পােবা। েসই
গৰ্ােফর নীল কয্ােরক্টারগুেলা িডিলট করা হেব িদব্তীয় ধােপ। েমাট লাল আর নীল
ছায়া করা অংশ দুিট িডিলট হেব, যা হেলা pn − 2min{pi}।

েখয়াল কেরা, িকছু িস্টৰ্ং িরঅয্ােরঞ্জ কের েজাড়া লাগােনার পর েসই বড় িস্টৰ্ং
৫ধেরা, xi এর মান −1 হেব যিদ বৰ্য্ােকট িসকুেয়েন্সর i-তম কয্ােরক্টারিট Closing বৰ্য্ােকট
হয়, আর নাহেল 1। এখন p0 = 0 এবং pi = pi−1 + xi এর জনয্ যিদ আমরা (i, pi)
পেয়ন্ট গুেলা গৰ্ােফ প্লট কির তাহেল তােক েসই বৰ্য্ােকট িসকুেয়েন্সর িপৰ্িফক্স সাম গৰ্াফ বলিছ
আমরা।
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এর pn আর min{pi} এর মান আমরা িকন্তু শুধু েছাট িস্টৰ্ং গুেলার pn এবং
min{pi} এর মান েদেখই বেল িদেত পাির। আবার েছাট িস্টৰ্ং গুেলা েযভােবই
সাজাও না েকেনা বড় িস্টৰ্ং এর pn এর মান িকন্তু একই থাকেব (সবগুেলা
pn এর েযাগফল)। তাহেল আমােদর উত্তর শুধু বড় িস্টৰ্ং এর min{pi} এর
মােনর উপর িনভর্র করেছ আর আমােদর উেদ্দশয্ হেলা এর মান যতটা সম্ভব
বড় করা।

আেগর মতই আমরা েযেকােনা একিট অিপ্টমাল সিলউশন O িনেয় ঘাঁটাঘাঁিট
করেবা। O এর i-তম েছাট িস্টৰ্ংটার pn েক আমরা si আর min{pi}৬

েক mi িদেয় সূিচত করেবা। ধেরা সব অিপ্টমাল সিলউশেনর min{pi} এর
মান M আর েযসব সিলউশেনর min{pi} ≥ M তােদর আমরা ভয্ািলড
সিলউশন বলেবা। তাহেল O যিদ একিট অিপ্টমাল সিলউশন হয় তাহেল সব
i এর জনয্ িনেচর শতর্িট পূরণ হেবঃ

S +mi ≥ M এবং (৪.৩.৮)
S + si +mi+1 ≥ M (৪.৩.৯)

, েযখােন S =
∑i−1

j=1 sj। এখন, আমরা যিদ i আর i+ 1 েসায়াপ করেত
না পাির তাহেল-

S +mi+1 < M অথবা (৪.৩.১০)
S + si+1 +mi < M (৪.৩.১১)

আেগর পৰ্বেলেমর মেতা এখােন (৪.৩.৯) েথেক িকন্তু আমরা বলেত পাির না
(৪.৩.১০) িমথয্া, কারণ si ধনাত্মক, ঋণাত্মক বা শুনয্ েযেকােনািটই হেত পাের।
তাহেল িক করা যায়? দুিট েকইস আলাদাভােব িচন্তা করেত পাির আমরা- si

ধনাত্মক হেল অবশয্ই েসটােক একিট ঋণাত্মক বা শুনয্ si+1 এর আেগ রাখা
উিচত, কারণ আেগ রাখেল আমােদর েকােনা লস হেচ্ছ না বরং পেরর েকােনা
িস্টৰ্ং-এ এই লাভটা কােজ েলেগ েযেত পাের। এটােক আেরকু্ট গুিছেয় বলেল হয়-
যিদ একিট অিপ্টমাল সিলউশেনর si ≤ 0 এবং si+1 > 0 হয় তাহেল আমরা
এই দুিট উপাদান এক্সেচঞ্জ করেল েয সিলউশন পােবা েসিটও একিট ভয্ািলড
৬এখােন i-তম িস্টৰ্ং এর জনয্ খািল pi িবেবচনা করিছ- এরকম না। আসেল সব জায়গায়
min{pi} িদেয় ঐ িস্টৰ্ং এর িপৰ্িফক্স সাম গুেলার িমিনমাম ভয্ালু বুঝােনা হেচ্ছ।
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সিলউশন হেব৭। এবার পৰ্শ্ন হেলা si আর si+1 দুেটাই ধনাত্মক হেল িক হেব?
িচন্তা কের েদেখা, যিদ অিপ্টমাল সিলউশেন mi < mi+1 হয় তাহেল এখােনও
এেদর েসায়াপ করেল সিলউশনিট ভয্ািলড থাকেব। িকন্তু আমরা এখােন েকােনা
কারণ ছাড়া এক্সেচঞ্জ করিছ েকন মেন হেত পাের। আেগর এক্সেচঞ্জ এর উেদ্দশয্
িছল সিলউশন ভয্ািলড েরেখ আমােদর িকছু পৰ্িফট আদায় করা, েযগুেলা আমরা
পের খরচ করেত পারেবা। এখােনও একই। আমরা যিদ mi > mi+1 অডর্াের
রািখ তাহেল পের বৃহত্তর লস (m ভয্ালু গুেলােক লস মেন কেরা) এর জনয্
আমরা আেগ েথেক বাঁিচেয় রাখা িকছু পৰ্িফট (si) বয্বহার করেত পারেবা।
এবার আসা যাক si আর si+1 উভয়ই ঋণাত্মক বা শুনয্ হেল িক হেব। েখয়াল
কেরা, এখন িকন্তু আমরা (৪.৩.৯) েথেক বলেত পাির (৪.৩.১০) িমথয্া! এখন
৪.৩ পৰ্বেলম এর মেতা কের আমরা এরকম একটা অসমতা পােবাঃ

si −mi > si+1 −mi+1 (৪.৩.১২)

তাহেল েশষ পযর্ন্ত এই দাঁড়ােলা- পৰ্থেম সব ধনাত্মক si েক আেগ রাখেত হেব
আর বািক গুেলা পের। তারপর ধনাত্মক si গুেলার মেধয্ আমরা i < j এর
জনয্ mi > mj অডর্াের সাজােবা আর ধনাত্মক বা শুনয্ si গুেলার েক্ষেতৰ্
আমরা i < j এর জনয্ si − mi > sj − mj অনুযায়ী সাজােবা। এই
Comparator টা িকন্তু একটা Complete Order৮!
এখন িকন্তু আেরকিট কাজ বািক রেয় িগেয়েছ! আমরা ধের িনেয়িছলাম আমরা
েসায়াপ করেত পারেবা না অথর্াৎ েসায়াপ করেল সিলউশনটা ইনভয্ািলড হেয়
যােব। িকন্তু েসায়াপ করেল পারেল (৪.৩.১২) অনুযায়ী সাজােলও েয েসিট
একিট ভয্ািলড সিলউশন থাকেব তা পৰ্মাণ করেত হেব। এটা ৪.৩ পৰ্বেলমিটর
মেতা কের পৰ্ভ করার েচষ্টা কেরা। ■

৭পৰ্মাণ কের েদেখা।
৮েভিরফাই কের েদেখা।
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§ ৫.১ পিলনিময়াল িনেয় িকছু কথা

েতামরা বহুপদী বা পিলনিময়াল িনেয় আেগ হয়ত কাজ কেরছ। সবেচেয় বহুল
পৰ্চিলত উদাহরণ হেচ্ছ িদব্ঘাতী সমীকরণগুেলা। েযমন ধর

2x2 + 5x− 15

এিট একিট িদব্ঘাতী পিলনিময়াল (second degree)। আবার িনেচর
পিলনিময়ালিট একিট িতৰ্ঘাতী পিলনিময়াল (third degree)

x3 − 5x2 + 2x+ 3

সাধারণভােব বলেত েগেল

P (x) =
n∑

i=0

aix
i = anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0

একিট n ঘাতী পিলনিময়াল (n th degree)। পাঠয্বইেয়র ভাষায় বলেত েগেল
একিট n ঘাতী পিলনিময়াল হল এমন একিট এক চলক িবিশষ্ট ফাংশন যার
ঘাতগুেলা অঋণাত্মক পুণর্সংখয্া এবং সেবর্াচ্চ ঘাত n।

পিলনিময়াল কী তা হয়ত সবাই বুঝেত েপেরছ। িকন্তু পিলনিময়াল
ইন্টারেপােলশন বলেত আসেল িক বুঝােচ্ছ। আমরা জািন পিলনিময়ালগুেলা
িবেশষ ধরেনর ফাংশন। ধর আমােদর একটা অজানা পিলনিময়াল P (x) েবর
করেত হেব। শুধু জানা আেছ P (x) একিট n িডিগৰ্ পিলনিময়াল, এবং
েদওয়া আেছ

P (x0) = y0
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P (x1) = y1

P (x2) = y2

...
P (xn) = yn

অথর্াৎ n+1 টা P (x) = y আকােরর শতর্ েদওয়া আেছ। শুধু এটুকু জানেলই
কী P (x) েক েবর কের েফলা সম্ভব? উত্তর হেচ্ছ হয্াঁ। সাধারণভােব বলা যায়,
যিদ আমরা পিলনিময়ােলর িডিগৰ্ বা ঘাত সম্পেকর্ জািন (ধর এই িডিগৰ্ n),
এবং n+ 1 িট িভন্ন িভন্ন x এর জনয্ P (x) এর মান জািন, তাহেল আমরা
পিলনিময়ালিটেক েবর কের েফলেত পারব (শুধু তাই নয়, সব শতর্ েমেন চেল
এমন পিলনিময়াল একটাই পাওয়া যােব)। এই েয n+ 1 িট P (x) এর মান
েথেক আমরা n িডিগৰ্ পিলনিময়ালিটেক েবর কের েফললাম এই পৰ্েসসটােকই
বলা হয় পিলনিময়াল ইন্টারেপােলশন।

পরবতর্ী েসকশেন যাওয়ার আেগ পিলনিময়ােলর িডিগৰ্র বয্াপাের িকছু কথা বেল
েনওয়া দরকার। যিদও এগুেলা সবারই জানার কথা, তবুও পরবতর্ীেত এটা
অেনক জায়গায় কােজ লাগেব বেল আবার বলিছ

১. একিট n িডিগৰ্ পিলনিময়ােলর সােথ আেরকটা m িডিগৰ্ পিলনিময়াল
েযাগ করেল েযাগফেলর িডিগৰ্ হেব max (n,m)।

২. একিট n িডিগৰ্ পিলনিময়ােলর সােথ আেরকটা m িডিগৰ্ পিলনিময়াল
িবেয়াগ করেল িবেয়াগফেলর সেবর্াচ্চ িডিগৰ্ হেব max (n,m)। তেব
এর েচেয় কমও হেত পাের।

৩. একিট n িডিগৰ্ পিলনিময়ােলর সােথ আেরকটা m িডিগৰ্ পিলনিময়াল
গুন করেল গুনফেলর িডিগৰ্ হেব n+m।

§ ৫.২ কীভােব পিলনিময়াল ইন্টারেপােলশন কাজ কের

কীভােব পিলনিময়ালটােক েবর করেত পারব েসটা বুঝার জনয্ শুরুেতই একটা
সহজ উদাহরণ েদখা যাক।
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উদাহরণ ৫.১

এমন িদব্ঘাতী পিলনিময়াল েবর কর েযন

P (1) = −3

P (4) = 0

P (5) = 0

সমাধান: েতামরা এটা িনশ্চয় জােনা যিদ েকান বহুপদী বা পিলনিময়াল f(x)

এর জনয্ f(a) = 0 হয় তাহেল (x− a) পিলনিময়ালিটর একিট উৎপাদক।
আমরা এ িজিনশিটই এখােন বয্বহার করব। পৰ্শ্ন অনুযায়ী

P (4) = 0

P (5) = 0

তার মােন (x−4) এবং (x−5) উভেয়ই P (x) এর উৎপাদক। তাই আমরা
P (x) েক এভােব িলখেত পাির

P (x) = (x− 4)(x− 5)Q

এখােন Q িকন্তু একিট ধৰ্ুবক হেব। কারণ হল (x− 4) এবং (x− 5) এর
গুণফল িনেজই একিট িদব্ঘাতী পিলনিময়াল। তাই Q এর ঘাত শূনয্ হেত হেব
(উভয় পােশ িডিগৰ্ বা ঘাত সমান রাখার জনয্), অথর্াৎ Q েক একিট ধৰ্ুবকই
হেত হেব। উপেরর সমীকরেণ আমরা x = 1 বসােলই িকন্তু Q এর মান েবর
কের েফলেত পারব

P (1) = (1− 4)(1− 5)Q = −3

⇒ Q =
−3

12
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সুতরাং P (x) এর মান হেচ্ছ

P (x) =
−3

12
(x− 4)(x− 5)

এখন এেক িবস্তার (expand) কের িদেলই P (x) এর সব সহগগুেলা েবর
কের েফলেত পারব। ■

এবার আেরকটু কিঠন উদাহরণ েদখা যাক

উদাহরণ ৫.২

এমন িদব্ঘাতী পিলনিময়াল েবর কর েযন

P (1) = −1

P (2) = −5

P (3) = 3

সমাধান: আেগর উদাহরণিট আমােদর জনয্ সহজ হেয় িগেয়িছল েকন বল
েতা? কারণ িছল একিট বােদ বািক P (x) গুেলার মান 0 িছল। তাই আমরা
P (x) এর সব উৎপাদক েবর কের েফলেত েপেরিছলাম। িকন্তু এখােন েকান
P (x) = 0 েনই। তাহেল কী করা যায়?

আমরা িকছুটা আেগর উদাহরেণর মতই েচষ্টা করব। ধের নাও, শুধু P (x) =

−1 বািক P (x) গুেলার মান 0 (অথর্াৎ P (2) = P (3) = 0)। তাহেল
আমরা আেগর উদাহরেণর মত একিট পিলনিময়াম েবর করেত পারব। এই
পিলনিময়ােলর নাম িদলাম P1।

একইভােব এবার ধর শুধু P (2) = −5, বািক P (x) গুেলার মান 0 (অথর্াৎ
P (1) = P (3) = 0)। এবারও আেরকিট পিলনিময়াল P2 েবর হেব।

েশষেমষ তৃতীয় পিলনিময়াল P3 েবর করার জনয্ P (3) = 3 এবং P (1) =

P (2) = 0 ধের িনেয় সমধান করেত হেব। এভােব আমরা িতনিট পিলনিময়াল
P1, P2, P3 েপলাম।

আমােদর কাজ িকন্তু পৰ্ায় েশষ। এখন পিলনিময়াল িতনিটেক েযাগ কের িদেলই
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কািঙ্ক্ষত পিলনিময়ালিট েপেয় যাব। অথর্াৎ

P = P1 + P2 + P3

এর কারণও খুব সহজ।

P (1) = P1(1) + P2(1) + P3(1) = (−1) + 0 + 0 = −1

P (2) = P1(2) + P2(2) + P3(2) = 0 + (−5) + 0 = −5

P (3) = P1(3) + P2(3) + P3(3) = 0 + 0 + (+3) = 3

P1, P2, P3 সবগুেলাই 2 িডিগৰ্ পিলনিময়াল হওয়ায় P ও 2 িডিগৰ্ পিলনিময়াল
হেব। অথর্াৎ েযেহতু P সব শতর্ িসদ্ধ কের কের, তাই এিটই িনেণর্য় উত্তর। ■

এখােন আমরা িদব্ঘাতী পিলনিময়ােলর জনয্ ইন্টারেপােলশন কেরিছ। িকন্তু একই
িনয়েম উপেরর ঘােতর পিলনিময়ালগুেলার জনয্ও ইন্টারেপােলশন করা যােব।

§ ৫.৩ লয্াগৰ্াঞ্জ ইন্টারেপােলশন

আমরা িকন্তু লয্াগৰ্াঞ্জ ইন্টারপেলশন ইেতামেধয্ িশেখ েফেলিছ। আেগর
উদাহরণগুেলায় আমরা েযভােব পিলনিময়ালটা েবর কেরিছ েসটার পৰ্চিলত নাম
হেচ্ছ লয্াগৰ্াঞ্জ ইন্টারেপােলশন। n িডিগৰ্ পিলনিময়ােলর জনয্ আমােদর
ইন্টারেপােলশন করেত হেব এভােব: যিদ

P (x0) = y0

P (x1) = y1

P (x2) = y2

...
P (xn) = yn

হয়, তাহেল n িডিগৰ্ পিলনিময়াল P (x) েবর করার জনয্
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→ পৰ্থেম পৰ্েতয্ক i এর জনয্ P (xi) = yi এবং P (xj) = 0 (েযখােন
i ̸= j) ধের িনেয় একিট পিলনিময়াল েবর করেত হেব। অথর্াৎ আমরা
এভােব n+1 িট n িডিগৰ্ পিলনিময়াল পাব। আেগর উদাহরণিটর মত
যিদ সমাধান কর তাইেল েদখেব i তম পিলনিময়াল Pi হেব

Pi(x) = yi ×
n∏

j=0
i ̸=j

x− xj
xi − xj

→ এরপর পৰ্েতয্ক পিলনিময়ালেক িবস্তার কের দাও (এ কাজিট ফাস্ট
ফুিরয়ার টৰ্ান্সফমর্ িদেয় করা যায়; তেব আমােদর বইেয়র আেলাচনার
জনয্ এিট দরকার েনই, O(n2) কেম্পিক্সিটেত িবস্তার করাই যেথষ্ট)।

→ েশষ ধােপ আমােদর n + 1 িট পিলনিময়াল েযাগ কের িদেত হেব।
েযাগফলই হেব আমােদর কািঙ্ক্ষত পিলনিময়াল। অথর্াৎ

P (x) =

n∑
i=0

Pi(x)

এটাই লয্াগৰ্াঞ্জ ইন্টারপেলশেনর অয্ালগিরদম।

§ ৫.৪ ডাইনািমক েপৰ্াগৰ্ািমং-এর সােথ সম্পকর্

আপাতদৃিষ্টেত পিলনিময়াল ইন্টারেপােলশেনর সােথ ডাইনািমক েপৰ্াগৰ্ািমং এর
েতমন েকান সম্পকর্ বুঝা যােচ্ছ না। সতয্ কথা বলেত িকছু উদাহরণ না েদখােল
এ সম্পকর্ পুেরাপুির বুঝেত পারেব না। তেব মুল আইিডয়াটা হল এমন:

ধর েতামার িডিপর েকান এক েস্টট িবশাল বড় হেয় েগেছ (109 ধরেত পার)।
এমন িকছু পৰ্েব্লেম িডিপটােক ওই েস্টটিটর একিট পিলনিময়াল িহেসেব িচন্তা
করা যায়। অথর্াৎ িডিপ েথেক তুিম েসই েস্টটিট পুেরাপুির সিরেয় েফলেত পার।
উদাহরণ িহেসেব ধর আমােদর একিট ডাইনািমক েপৰ্াগৰ্ািমং এর জনয্ fi,j েবর
করেত হেব। এখােন j এর মান িবশাল বড় হেত পাের। তুিম েকােনাভােবই
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fi,j এর সব j এর জনয্ মান েবর করেত পারেব না। তাহেল কী করা যায়?
এেক্ষেতৰ্ সমাধান হল fi,j েক j এর একিট পিলনিময়াল ধরেত পার। অথর্াৎ

fi(j) =

n∑
k=0

akj
k

যিদ এমন একটা পিলনিময়াল সিতয্ই েথেক থােক, তাহেল িকন্তু আমােদর সব
j এর জনয্ fi,j এর মান েবর করেত হেচ্ছ না। শুধু a0, a1, a2, . . . , an

এর মান গুেলা জানা থাকেলই আমরা েযেকােনা j এর জনয্ সহেজই fi,j এর
মান েবর করেত পারব।

এখন কথা হেচ্ছ সব িরকােরেন্সর জনয্ই এমন একিট পিলনিময়াল পাওয়া সম্ভব?
অবশয্ই না। অেনক েক্ষেতৰ্ই এমন পাওয়া সম্ভব, আবার অেনক সময় পাওয়া
সম্ভব না। কখন এটা খাটেব েসটা েতামােকই পৰ্মাণ কের িনেত হেব। আসল
কেন্টেস্টর সময় অেনক েক্ষেতৰ্ অনুমান করাও যেথষ্ট (অিভজ্ঞ েপৰ্াগৰ্ামাররা িকছু
েক্ষেতৰ্ তাই কের)। তেব এটা বুঝার একিট উপায় হল যিদ েতামার একিট েস্টট
েবশ বড় হয় এবং িরকােরেন্সর মেধয্ সব বীজগািণিতক অপােরটর বয্বহার করা
হয় (েযমন েযাগ, িবেয়াগ, গুন; max, min, xor এসব িকন্তু বীজগািণিতক
অপােরটর নয়) তাহেল অেনক েক্ষেতৰ্ই পিলনিময়াল ইন্টারেপােলশন খােট।

িকছু উদাহরণ

এবার িকছু উদাহরণ েদখা যাক।

সমসয্া ৫.১: (Luogu P4463) েতামার কােছ দুিট সংখয্া n এবং k েদওয়া
আেছ (1 ≤ n ≤ 500, 1 ≤ k ≤ 109)। েকান একটা n ৈদেঘর্য্র িসকুেয়ন্স
a েক ভােলা বলা হেব যিদ a এর সংখয্াগুেলা 1 েথেক k এর মেধয্ থােক
এবং সবগুেলা সংখয্া িভন্ন িভন্ন হয়। a এর সংখয্াগুেলার গুণফলেক বলা হয় a

িসকুেয়ন্সিটর ভয্ালু। েতামােক যতগুেলা সম্ভাবয্ ভােলা িসকুেয়ন্স আেছ সবগুেলার
ভয্ালুর েযাগফল বলেত হেব।

সমাধান: k এর িবশাল িলিমট েদেখ ভয় েপেয় েযেয়া না। পৰ্থেম আমরা িডিপর
েস্টট আর িরকােরন্সটা েবর কির। েবাঝাই যােচ্ছ েস্টেট আমােদর n এবং
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k দুেটাই রাখা লাগেব। পৰ্েব্লেমর সুিবধােথর্ ধর আমােদর ভােলা িসকুেয়ন্সটার
সংখয্াগুেলা েছাট েথেক বড় কৰ্মানুসাের সাজানা থাকেব। এটা ধের সমাধান করার
পর n! িদেয় গুন করেলই উত্তর েপেয় যাব। এখান েথেক আমরা িরকােরন্সিট
েলখেত পাির এভােব

fn,k = fn,k−1 + k × fn−1,k−1

যিদ িসকুেয়ন্সিটর েশষ সংখয্ািট k এর েচেয় েছাট হয় তাহেল পৰ্িতিট সংখয্া
1 েথেক k − 1 এর মেধয্ থাকেব। এই n িট ৈদেঘর্য্র ভােলা িসকুেয়ন্সগুেলার
ভয্ালুর েযাগফল হেব fn,k−1। আবার যিদ েশষ সংখয্ািট িঠক k এর সমান
হয় তাহেল বািক n − 1 িট সংখয্া 1 েথেক k − 1 এর মেধয্ থাকেব। এই
n − 1 ৈদেঘর্য্র িসকুেয়ন্সগুলর ভয্ালুর েযাগফল হেব fn−1,k−1। তেব এর
সােথ k গুন িদেত হেব, কারণ n তম সংখয্ােক আমরা k ধেরিছ। তাই n− 1

ৈদেঘর্য্র িসকুেয়ন্সগুেলার ভয্ালুগুেলা k িদেয় গুন হেব। এ পযর্ন্ত আমরা যা যা
েবর করলাম তা েবশ সহজ-ই। আেগর চয্াপ্টােরগুেলােত আমরা এর েচেয়ও
কিঠন িডিপ েবর কেরিছলাম। িকন্তু আমােদর সমসয্া এখেনা েমােটই সমাধান
হয়িন। এই িডিপ কয্ালু্কেলট করেত আমােদর O(nk) কমেপ্লিক্সিট পৰ্েয়াজন,
েযটা আমােদর সােধয্র বাইের।

এর সমাধান হল মেন মেন িচন্তা কর fi,j আসেল j এর একিট পিলনিময়াল।
েযেহতু j এর পিলনিময়াল তাই fi,j এর পিরবেতর্ আমরা fi(j) েলখব। িকন্তু
কত িডিগৰ্ পিলনিময়াল েসটা বুঝব িক কের? আেগর িরকােরন্সটােত েফরত
যাই। িরকােরন্সটা একটু গুিছেয় এভােব েলখা যায়

fi(j)− fi(j − 1) = j × fi−1(j − 1)

fi(j) এর পিলনিময়ােলর িডিগৰ্ g(i) হেল বামপেক্ষর িডিগৰ্ হেব g(i) − 1,
কারণ েযেকােনা পিলনিময়াল P এর জনয্ P (x)−P (x− 1) এর িডিগৰ্ হয়
degP − 1 (এটা িনেজ পৰ্মাণ করার েচষ্টা কর)। আবার ডান পেক্ষর িডিগৰ্
হেব g(i− 1)+ 1। দুিট সমান হেত হেল g(i)− 1 = g(i− 1)+ 1 হেত
হেব। এিট সমাধান করেল েদখেব g(i) = 2i। অথর্াৎ fn(x) পিলমিনয়ােলর
িডিগৰ্ 2n।

আমােদর কাজ অেনক সহজ হেয় েগল এখন। আেগ আমােদর
fn(1), fn(2), . . . , fn(k) সবগুেলা মান েবর করেত হিচ্ছল। িকন্তু এখন
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আমােদর জনয্ শুধু fn(1), fn(2), . . . , fn(2n + 1) এর মানগুেলা েবর
করাই যেথষ্ট। এরপর এই মান গুেলা িদেয় পিলিময়াল ইন্টারেপােলশন করেলই
আমরা fn এর পিলনিময়াল েপেয় যাব। লক্ষয্ কর, পিলনিময়ােলর িডিগৰ্ 2n

হওয়ােত আমােদর 2n+ 1 টা পেয়েন্ট িডিপর মান েবর করেত হেয়েছ।

আমােদর সমাধােনর মেধয্ িকন্তু একটা ঘাপলা েথেক িগেয়েছ। আমরা শুরুেতই
ধের িনেয়িছলাম fi,j আসেল j এর একিট পিলনিময়াল হেব। িকন্তু আসেলই
েয পিলনিময়াল হেব েসটা পৰ্মাণ করা হয় িন। সতয্ কথা বলেত েগেল পৰ্মােণর
অেনকখািন কাজ আমরা ইেতামেধয্ কের েফেলিছ। িডিগৰ্র শতর্গুেলা যখন েবর
করিছলাম তখন এর সােথ গািণিতক আেরাহ জুেড় িদেলই পৰ্মাণ হেয় েযত। এ
কাজিট েতামােদর জনয্ েরেখ িদলাম। ■

সমসয্া ৫.২: (Codeforces Round 492 Div1 F) n িট েনােডর একিট
রুেটড িটৰ্ (rooted tree) েদওয়া থাকেব, েযখােন ১ নমব্র েনাডিট হল রুট।
িটৰ্ এর পৰ্েতয্ক েনােড 1 েথেক D এর মেধয্ একিট সংখয্া বসােত হেব েযন রুট
বয্তীত েযেকােনা েনােড বসােনা সংখয্া তার পয্ােরেন্টর সংখয্ার েচেয় েছাট হয়।
কতভােব সংখয্াগুেলা বসােনা যােব। (1 ≤ n ≤ 3000, 1 ≤ D ≤ 109)

সমাধান: এটা অেনকটা আেগর সমসয্াটার মতই। এর িডিপটাও আেগর সমসয্ার
িডিপর মত অেনকটা, তাই পড়া থািমেয় িনেজ েবর করার েচষ্টা কর আেগ।

আমরা িডিপটােক সংজ্ঞািয়ত করব এভােব: fu(j) = েনাড u এর সাবিটৰ্েত
1 েথেক j এর মেধয্ সংখয্াগুেলা কতভােব বসােনা যায় েযন পৰ্েতয্ক েকান
চাইেল্ড পয্ােরেন্টর েচেয় বড় সংখয্া না থােক। তাহেল িরকােরন্স হেব

fu(j) = fu(j − 1) +
∏

v∈child(u)

fv(j − 1)

এর বয্াখয্াও পৰ্ায় আেগর সমসয্ার মতই। u েনােড যিদ j না বসাই তাহেল
সাবিটৰ্র পৰ্েতয্ক েনােড 1 েথেক j − 1 এর মেধয্ েকান একিট সংখয্া বসােত
হেব, েযিট করা যায় fu(j − 1) উপােয়। আর যিদ u েনােড j বসাই তাহেল
u এর চাইল্ডগুেলােত 1 েথেক j − 1 এর মেধয্ সংখয্াগুেলা বসােত হেব, েযিট
করা যায়

∏
v∈child(u) fv(j − 1) উপােয়।

এবার আেগর মতই আবার ধরব fu(j) একিট পিলনিময়াল যার িডিগৰ্ g(u)।
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িরকােরন্সিট একটু সািজেয় েলখেল পাই

fu(j)− fu(j − 1) =
∏

v∈child(u)

fv(j − 1)

এর দুইপােশ িডিগৰ্ সমতা করেল পাব

g(u)− 1 =
∑

v∈child(u)

g(v)

এই িরকােরন্সিটেক িচনেত েপেরছ? সাবিটৰ্ সাইজ েবর করার জনয্ আমরা িঠক
এরকম একিট িরকােরন্স বয্বহার কির। এখান েথেক েবাঝা যায় েয g(u) এর
মান আসেল u এর সাবিটৰ্ েত যতগুেলা েনাড আেছ তার সমান হেব। অথর্াৎ
রুট 1 এর জনয্ পিলনিময়ােলর িডিগৰ্ হেব িঠক িঠক n। সুতরাং আমােদর
f1(1), f1(2), . . . , f1(n) এর মান েবর কের পিলনিময়াল ইন্টারেপােলশন
কের িদেলই হেচ্ছ।

এখােনও আমরা গািণিতক আেরাহ বয্বহার কের পুেরা িজিনশটা ফরমািল পৰ্মাণ
করেত পাির। েবস েকইস হেব িলফ েনাডগুেলা। িলফ েনাডগুেলায় fu(j) = j

হয়, অথর্াৎ এটােক আমরা 1 িডিগৰ্ পিলনিময়াল িহেসেব িচন্তা করেত পাির। িলফ
ছাড়া অনয্ েনাড u এর জনয্ চাইেল্ডর জনয্ fv (v, u এর চাইল্ড) পিলনিময়াল
হেব এটা সতয্ ধের িনেয় fu এর জনয্ও পিলনিময়াল হেব এটা পৰ্মাণ করেত
পাির। ■
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িডিজট িডিপ

িকছু িকছু সমসয্ায় েতামােক েকান একটা েরেঞ্জর মেধয্ িবেশষ েকান ধমর্ িসদ্ধ
কের এমন পূনর্সংখয্া িনেয় কাজ করেত হয়। এমন সমসয্া েদখেল মেন হয়
হয়ত গািণিতক েকান ধমর্ বয্বহার কের এগুেলা সমাধান করেত হেব। এই
ধরেনর সমসয্াও েয ডাইনািমক েপৰ্াগৰ্ািমং িদেয় সমাধান করা যায় তা সহেজ
আন্দাজ করা যায় না। িডিজট িডিপ এমনই একিট েটকিনক। আমরা এ পযর্ন্ত
েযসব পৰ্বেলম েদেখিছ তার েচেয় এিট েবশ িভন্ন ধরেনর। তেব মুল আইিডয়াটা
ধরেত পারেল এিট েমােটও কিঠন েকান িডিপ নয়।

§ ৬.১ সংখয্া িনেয় িকছু কথা

িডিজট িডিপ বুঝেত হেল আমরা দুিট পূনর্সংখয্া কীভােব তুলনা কির েসটা
ভােলাভােব বুঝেত হেব। দুিট সংখয্া েদওয়া থাকেল েকানিট েকানিট েছাট েসটা
হয়ত একটা বাচ্চাও বলেত পারেব। িকন্তু আমরা সংখয্া তুলনা করার সময় েয
অয্ালগিরদম বয্বহার করলাম (মেনর অজােন্ত হেলও) েসটা িনেয় িচন্তা কির
না। িডিজট িডিপ েবাঝার জনয্ আমােদর এই পৰ্েসসটার একটু গভীের েযেত
হেব। একিট উদাহরণ েদখা যাক। ধর েতামার কােছ দুিট সংখয্া a = 56744

এবং b = 56729 েদওয়া আেছ। েতামােক বলেত হেব েকানটা বড়। এর জনয্
আমরা েযটা কির তা হল সংখয্া দুিটর অঙ্কগুেলােক বাম েথেক ডান িদেক এক
এক কের তুলনা করেত থািক। পৰ্থম েয সংখয্ােত েছাট িডিজট পােবা েসটােকই
েছাট সংখয্া বেল েঘাষণা কের িদেত পারব। িনেচর ছিবটা েদখ। a আর b এর
িডিজটগুেলােক িনেচ িনেচ েলেখিছ।
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5 6 7 4 4

5 6 7 2 9

আমরা বাম িদেক েথেক িডিজটগুেলা এক এক কের তুলনা কেরিছ এবং চতুথর্
িডিজেট পৰ্থম িভন্ন িভন্ন অঙ্ক েপেয়িছ (mismatch েপেয়িছ)। উপেরর সংখয্ার
অঙ্কিট বড় তাই উপেররিটই বড় সংখয্া। একটা িজিনশ েখয়াল কর। চতুথর্
িডিজেটর পর েকান েকান িডিজট আসেলা তা িকন্তু আমােদর আর েদখারই
দরকার নাই। পৰ্থম েয পিজশেন িভন্ন িভন্ন অঙ্ক পাওয়া েগেছ েসটা িদেয়ই
সংখয্া দুিট তুলনা করা যােব। এখােন a আর b েত একই সংখয্ক অঙ্ক িছল
বেল আমােদর সুিবধা হেয়েছ। িকন্তু দুিটেত একই সংখয্ক অঙ্ক না থাকেলও িকন্তু
আমরা আেগ িকছু শূনয্ বিসেয় দুিটেক সমান িডিজট িবিশষ্ট সংখয্া বািনেয় িনেত
পারতাম। তাই এই অয্ালগিরদম আসেল েযেকােনা দুিট সংখয্া তুলনা করার
েক্ষেতৰ্ই খাটেব। আর এই আইিডয়া বয্বহার কেরই িডিজট িডিপর সব কাজ
করা হয়।

এবার একটু িভন্ন িদেক আসা যাক। ধর েতামােক 123456 এর েচেয় েছাট
একটা সংখয্া বানােত বলা হল। িকন্তু েতামার েছাট ভাই এেস বাম িদেকর িকছু
অঙ্ক অলেরিড বিসেয় িদেয়েছ। েতামােক বািক অঙ্কগুেলা পূরণ করেত হেব।
েযমন িনেচর সংখয্ােত েতামার ভাই পৰ্থম িতনটা সংখয্া বিসেয় িদেয়েছ

1 2 0

এখােন তুিম বািক দুিট ঘের েয অঙ্কই বসাও না েকন সংখয্ািট 123456 এর
েচেয় েছাট হেব। কারণ 123456 এর তৃতীয় িডিজট 3 িকন্তু আমােদর ৈতির
করা সংখয্ােত তৃতীয় িডিজট 0। তাই বািক ঘরগুেলােত েযটাই বসাও না েকন
123456 এর েচেয় বড় সংখয্া পাওয়া সম্ভব নয়।

িকন্তু যিদ েতামার েছাট ভাইেয়র বসােনা সংখয্াগুেলা এমন হয়

1 2 5
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তাহেল তুিম বািক ঘরগুেলােত যাই বসাও না েকন 123456 এর েচেয় েছাট
সংখয্া বানােত পারেব না (একই কারণ)। আেরকটা েকইস আেছ। েসটা হল
যিদ বসােনা সংখয্াগুেলা এমন হয়

1 2 3 ?

এ েক্ষেতৰ্ েতামার িকছু বাধয্বাধকতা আেছ। ? িচিহ্নত ঘরটােত তুিম েযেকােনা
সংখয্া বসােত পারেব না। েতামােক েসখােন অবশয্ই 4 এর সমান বা েছাট
একিট িডিজট বসােত হেব, নাহেল সংখয্ািট বড় হেয় যােব।

আমােদর আেলাচনার মূল পেয়ন্ট হল তুিম যিদ বাম েথেক ডান িদেক িডিজট
বসােত থাক তাহেল েকান পিজশেন িডিজট বসােনার সময় েকবল এটা জানাই
যেথষ্ট েয মূল সংখয্ার িডিজটগুেলার সােথ আমােদর বানােনা সংখয্ার
িডিজটগুেলার েকাথাও িমসময্াচ (mismatch) হেয়েছ িকনা, অথর্াৎ মূল
সংখয্া েথেক িভন্ন েকােনা িডিজট েকােনা পিজশেন বিসেয়িছ িকনা। যিদ বিসেয়
থািক তাহেল পরবতর্ী ফাঁকা ঘরটােত আমরা েযেকােনা িডিজট বসােত পারব।
আর যিদ না বিসেয় থািক তাহেল ফাঁকা ঘরিটেত এমন একিট িডিজট বসােত
হেব েযন তা মূল সংখয্ার িডিজেটর েচেয় বড় না হেয় যায়।
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বাছাইকৃত িকছু সমসয্ার িহন্ট সমূহ
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